
Hoofdstuk 1

Eenheden in ZC7

1.1 Wedderburn-ontbinding van QC7

Laat

C7 = ⟨g | g7 = 1⟩

en zij ζ7 een primitieve zevende eenheidswortel. Omdat C7 abels is, zijn alle
irreducibele complexe representaties eendimensionaal. Zij worden gegeven
door de karakters

χj(g
k) = ζ jk

7 (j = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6).

De complexe centrale idempotenten

Bij elk irreducibel karakter χj hoort de centrale idempotent

ej =
1

7

6∑
k=0

χj(g
−k) gk =

1

7

6∑
k=0

ζ−jk
7 gk.

Dus krijgen we expliciet:

e0 =
1

7
(1 + g + g2 + g3 + g4 + g5 + g6),

e1 =
1

7
(1 + ζ67g + ζ57g

2 + ζ47g
3 + ζ37g

4 + ζ27g
5 + ζ7g

6).

1



e2 =
1

7
(1 + ζ57g + ζ37g

2 + ζ7g
3 + ζ67g

4 + ζ47g
5 + ζ27g

6).

e3 =
1

7
(1 + ζ47g + ζ7g

2 + ζ57g
3 + ζ27g

4 + ζ67g
5 + ζ37g

6).

e4 =
1

7
(1 + ζ37g + ζ67g

2 + ζ27g
3 + ζ57g

4 + ζ7g
5 + ζ47g

6).

e5 =
1

7
(1 + ζ27g + ζ47g

2 + ζ67g
3 + ζ7g

4 + ζ37g
5 + ζ57g

6).

e6 =
1

7
(1 + ζ7g + ζ27g

2 + ζ37g
3 + ζ47g

4 + ζ57g
5 + ζ67g

6).

Deze idempotenten zijn onderling orthogonaal en hun som is gelijk aan 1:

eiej = δijei, e0 + e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 = 1.

Daaruit volgt de complexe Wedderburn-ontbinding

CC7 =
6⊕

j=0

Cej ∼= C7.

De rationale centrale idempotenten

We gaan nu over van de complexe naar de rationale ontbinding. Het idem-
potent e0 is reeds rationaal, want

e0 =
1

7
(1 + g + g2 + g3 + g4 + g5 + g6) ∈ QC7.

We noteren daarom
E1 = e0.

De overige zes idempotenten e1, e2, e3, e4, e5, e6 vormen samen één Galois-
orbit onder

Gal(Q(ζ7)/Q) ∼= (Z/7Z)×.

Hun som is dus een rationale centrale idempotent. We noteren

E2 = e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6.
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Aangezien
e0 + e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 = 1,

volgt onmiddellijk dat
E2 = 1− e0.

Dus

E2 = 1− 1

7
(1+ g+ g2+ g3+ g4+ g5+ g6) =

1

7
(6− g− g2− g3− g4− g5− g6).

We hebben dus precies twee rationale centrale primitieve idempotenten:

E1 =
1

7
(1 + g + g2 + g3 + g4 + g5 + g6),

en

E2 =
1

7
(6− g − g2 − g3 − g4 − g5 − g6).

Bijgevolg verkrijgen we de rationale Wedderburn-ontbinding

QC7 = QC7E1 ⊕QC7E2.

Identificatie van de rationale componenten

We bepalen nu met welke velden deze twee componenten isomorf zijn.

De component QC7E1

Beschouw de augmentatie-afbeelding

ε : QC7 −→ Q,
6∑

k=0

akg
k 7−→

6∑
k=0

ak.

Voor elk k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} geldt

gkE1 =
1

7
(gk + gk+1 + gk+2 + gk+3 + gk+4 + gk+5 + gk+6) = E1,

waarbij de exponenten modulo 7 worden genomen. Hieruit volgt dat voor
elk

x =
6∑

k=0

akg
k ∈ QC7
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geldt:

xE1 =
6∑

k=0

akg
kE1 =

6∑
k=0

akE1 =

(
6∑

k=0

ak

)
E1 = ε(x)E1.

Dus elk element van QC7E1 is een rationaal veelvoud van E1. De afbeelding

QC7E1 −→ Q, λE1 7−→ λ

is dan een isomorfisme van Q-algebra’s. Bijgevolg

QC7E1
∼= Q.

De component QC7E2

Beschouw vervolgens de evaluatie-afbeelding

ψ : QC7 −→ Q(ζ7),
6∑

k=0

akg
k 7−→

6∑
k=0

akζ
k
7 .

Dit is een Q-algebrahomomorfisme. Bovendien is zij surjectief, want

Q(ζ7) = Q+Qζ7 +Qζ27 +Qζ37 +Qζ47 +Qζ57 .

Verder hebben we

ψ(E1) =
1

7
(1 + ζ7 + ζ27 + ζ37 + ζ47 + ζ57 + ζ67 ) = 0,

omdat
1 + ζ7 + ζ27 + ζ37 + ζ47 + ζ57 + ζ67 = 0.

Dus geldt
QC7E1 ⊆ ker(ψ).

Nu is
dimQ(QC7) = 7 en dimQ Q(ζ7) = φ(7) = 6.

Aangezien ψ surjectief is, volgt uit de dimensieformule dat

dimQ ker(ψ) = 1.

Anderzijds heeft QC7E1 eveneens dimensie 1, omdat

QC7E1
∼= Q.
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Daarom moet
ker(ψ) = QC7E1

gelden.

Met de eerste isomorfiestelling volgt dan

QC7/QC7E1
∼= Q(ζ7).

Aangezien bovendien

QC7 = QC7E1 ⊕QC7E2,

hebben we
QC7/QC7E1

∼= QC7E2.

Dus besluiten we dat
QC7E2

∼= Q(ζ7).

Wedderburn ontbinding

QC7
∼= Q⊕Q(ζ7)

1.2 Symmetrische elementen

Beschouw de involutie

∗ : QC7 → QC7,

(
6∑

k=0

akg
k

)∗

=
6∑

k=0

akg
−k.

De symmetrische deelring is

QC+
7 = {x ∈ QC7 | x∗ = x}.

Schrijf x =
∑6

k=0 akg
k. De voorwaarde x∗ = x is equivalent met ak = a−k

(mod 7), dus
a1 = a6, a2 = a5, a3 = a4.

Bijgevolg is QC+
7 een Q-algebra van dimensie 4 met basis

{ 1, g + g−1, g2 + g−2, g3 + g−3 }.

QC+
7 =

{
a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) + d(g3 + g−3)

∣∣ a, b, c, d ∈ Q
}
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Het maximale reële deelveld Q(α) van Q(ζ7)

We zoeken het maximale reële deelveld van Q(ζ7). Neem een primitieve
zevende eenheidswortel ζ7 en stel

α = ζ7 + ζ−1
7 .

Omdat ζ77 = 1 en ζ7 ̸= 1, geldt

1 + ζ7 + ζ27 + ζ37 + ζ47 + ζ57 + ζ67 = 0.

Groepeer in geconjugeerde paren:

1 + (ζ7 + ζ−1
7 ) + (ζ27 + ζ−2

7 ) + (ζ37 + ζ−3
7 ) = 0.

Stel sn = ζn7 + ζ−n
7 . Dan geldt

sn+1 = αsn − sn−1 met s0 = 2, s1 = α.

Dus
s2 = α2 − 2, s3 = α3 − 3α.

Daarom geldt er:

1 + α + (α2 − 2) + (α3 − 3α) = 0 =⇒ α3 + α2 − 2α− 1 = 0.

Bijgevolg is :

Q(α) = {u+ vα + wα2 | u, v, w ∈ Q en α3 = 1 + 2α− α2}

Gëınduceerd isomorfisme ρ = (ρ1, ρ2)

Via het isomorfisme tussen QC7 en Q ⊕ Q(ζ7) uit sectie 1 krijgen we door
restrictie een gëınduceerd Q-algebra-isomorfisme

ρ = (ρ1, ρ2) : QC+
7

∼−−→ Q⊕Q(α).

QC+
7
∼= Q⊕Q(α)

Neem nu een willekeurig element

γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) + d(g3 + g−3) ∈ QC+
7 .
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Eerste component

ρ1(γ) = ε(γ) = a+ 2b+ 2c+ 2d.

Tweede component

g + g−1 7→ α, g2 + g−2 7→ α2 − 2, g3 + g−3 7→ α3 − 3α.

Omdat α3 + α2 − 2α− 1 = 0, geldt α3 = −α2 + 2α + 1 en dus

α3 − 3α = 1− α− α2.

Daarmee:

ρ2(γ) = a+bα+c(α2−2)+d(1−α−α2) = (a−2c+d)+(b−d)α+(c−d)α2.

Samengevat:

De symmetrische elementen: QC+
7

QC+
7 =

{
a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) + d(g3 + g−3)

∣∣ a, b, c, d ∈ Q
}

QC+
7
∼= Q⊕Q(α)

Q(α) = {u+ vα + wα2 | u, v, w ∈ Q en α3 = 1 + 2α− α2}

ρ1(γ) = a+2b+2c+2d, ρ2(γ) = (a−2c+d)+(b−d)α+(c−d)α2

1.3 De Z-orde ZC+
7 van QC+

7

In deze sectie beschrijven we de gehele symmetrische groepsring

ZC+
7 = ZC7 ∩QC+

7

Voor

γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) + d(g3 + g−3) ∈ QC+
7 (a, b, c, d ∈ Q)

hebben we expliciet :

ρ1(γ) = a+ 2b+ 2c+ 2d, ρ2(γ) = (a− 2c+ d) + (b− d)α + (c− d)α2.
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Schrijf dus

ρ(γ) = (m, u+ vα+ wα2)

met

m = a+ 2b+ 2c+ 2d, u = a− 2c+ d, v = b− d, w = c− d.

De Z-orde ZC+
7 bestaat precies uit die γ waarvoor a, b, c, d ∈ Z. We willen

dus beschrijven welke paren (m,u + vα + wα2) ontstaan wanneer a, b, c, d
gehele getallen zijn. We lossen dit stelsel op naar a, b, c, d in termen van

(m,u, v, w). Uit v = b − d volgt b = v + d. Uit w = c − d volgt c = w + d.
Verder geeft u = a−2c+d = a−2(w+d)+d = a−2w−d, dus a = u+2w+d.
Invullen in de formule voor m levert:

m = a+ 2b+ 2c+ 2d

= (u+ 2w + d) + 2(v + d) + 2(w + d) + 2d

= u+ 2v + 4w + 7d.

Hieruit volgt de noodzakelijke voorwaarde

m− u− 2v − 4w = 7d ∈ 7Z

dus

m ≡ u+ 2v + 4w (mod 7)

Omgekeerd, stel dat m,u, v, w ∈ Z voldoen aan m ≡ u + 2v + 4w (mod 7).
Dan is

d =
m− u− 2v − 4w

7
∈ Z, a = u+2w+d ∈ Z, b = v+d ∈ Z, c = w+d ∈ Z.

Daarmee definieert

γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) + d(g3 + g−3) ∈ ZC+
7

een element met ρ(γ) = (m,u+ vα+wα2). We hebben dus een equivalentie
bewezen.

Via ρ identificeert ZC+
7 zich met de deelorde A:
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ZC+
7 als Z-orde van QC+

7

ZC+
7

∼= A ⊆ Z⊕ Z(α)

A =
{
(m, u+ vα+ wα2) ∈ Z⊕ Z(α)

∣∣ m ≡ u+ 2v + 4w (mod 7)
}

1.4 Eenheden van deWedderburn-componenten

ZC+
7
∼= A ⊂ Z ⊕ Z(α), dus als we de eenheden willen bestuderen van ZC+

7 ,
is het nuttig om de eenheden van Z⊕ Z(α) te bepalen. De eenheden van Z
zijn ±1. In deze sectie berekenen we de eenhedengroep Z(α)× van Z(α).

De torsievrije rang

De torsievrije rang van de eenhedengroep Z(α)× wordt bepaald door de for-
mule van Dirichlet:

r =
1

2
φ(7)− 1 =

1

2
· 6− 1 = 2.

Cyclotomische eenheden

We bepalen de cyclotomische eenheden. Zet x = ζ7. Voor k met gcd(k, 7) = 1
en 1 < k ≤ 7−1

2
= 3 definiëren we

uk = x b 1− xk

1− x
, b =

1− k

2
.

Voor p = 7 zijn de niet-triviale keuzes precies k = 2 en k = 3.

De eenheid voor k = 2: Hier is b = (1− 2)/2 = −1
2
≡ 3 (mod 7), dus

u2 = x3
1− x2

1− x
= x3(1 + x) = x3 + x4.

Omdat x7 = 1 geldt x4 = x−3 en dus

u2 = x3 + x−3.

Schrijf x + x−1 = α. Dan is x3 + x−3 = α3 − 3α en met α3 = −α2 + 2α + 1
volgt

u2 = α3 − 3α = 1− α− α2 = −(α2 + α− 1).
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De eenheid voor k = 3. Hier is b = (1− 3)/2 = −1, dus

u3 = x−11− x3

1− x
= x−1(1 + x+ x2) = x−1 + 1 + x = α + 1.

Keuze van primitieve generatoren

We kiezen nu twee handige niet-torsie-eenheden in Z(α):

η1 = α2 + α− 1, η2 = α+ 1

Dan geldt eenvoudig
u2 = −η1, u3 = η2

Omdat 7 priem is, genereren de cyclotomische eenheden de volledige eenhe-
dengroep. De twee elementen η1 en η2 bepalen dus samen gans Z(α)×.

Eenheden in de Wedderburn componenten

De rang van Z(α)× is 2

Z(α)× = {± ηm
1 η

n
2 | m,n ∈ Z}

(Handig om te onthouden: η−1
1 = α2 − 1 en η−1

2 = 2− α2.)

1.5 Eenheden van ZC+
7

In deze sectie bepalen we de eenhedengroep van de gehele groepsring ZC+
7 .

De torsie vrije rang van U1(ZC+
7 )

De stelling van Higman zegt:

U1(ZC+
n )

∼= Cn × F,

waar F een vrije abelse groep is met rang

r =
1

2
(n+ 1 + n2 − 2ℓ),
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met n2 het aantal cyclische deelgroepen van orde 2 en ℓ het totaal aantal
cyclische deelgroepen van Cn. Voor C7 geldt n = 7, n2 = 0 en ℓ = 2, dus

r =
1

2
(7 + 1 + 0− 2 · 2) = 2.

Rang van U1(ZC+
7 )

De torsievrije rang van U1(ZC+
7 ) = 2

De congruentiedeelgroep H

We weten dat:

ZC+
7
∼=
{
(m, u+ vα + wα2) ∈ Z⊕ Z(α)

∣∣∣ m ≡ u+ 2v + 4w (mod 7)
}
.

De genormaliseerde symmetrische eenheden U1(ZC+
7 ) corresponderen precies

met de elementen

(1, u+ vα+ wα2) ∈ Z⊕ Z(α)× met 1 ≡ u+ 2v + 4w (mod 7).

Definieer dan nu, net zoals bij ZC+
5 , de deelgroep H van Z(α)× als

H = {u+ vα + wα2 ∈ Z(α)× | u+ 2v + 4w ≡ 1 (mod 7)}.

We tonen aan dat H isomorf is met U1(ZC+
7 ) en stellen vervolgens zelf twee

trinomiale eenheden voor. Via hun beelden in H zullen we bewijzen dat zij
een basis vormen.

H is isomorf met U1(ZC+
7 )

Stelling 1.1. De afbeelding

ρ2 : U1(ZC+
7 ) −→ H, u 7−→ ρ2(u)

is een groepsisomorfisme.
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Bewijs. Omdat
ρ = (ρ1, ρ2) : ZC+

7
∼−→ A ⊆ Z⊕ Z(α)

een ringisomorfisme is, is ρ2 multiplicatief. Voor x ∈ U1(ZC+
7 ) geldt boven-

dien ρ1(x) = 1, want ρ1 is de augmentatie. De congruentiebeschrijving van A
geeft dan ρ2(x) ∈ H. Bijgevolg is de aangegeven afbeelding goed gedefinieerd
en een groepshomomorfisme.

Injectiviteit. Neem x ∈ U1(ZC+
7 ) met ρ2(x) = 1. Dan is ook ρ1(x) = 1, zodat

ρ(x) = (1, 1).

Aangezien ρ injectief is, volgt x = 1. Dus ρ2 is injectief.

Surjectiviteit. Neem y ∈ H. Uit de definitie van H volgt dat (1, y) ∈ A.
Omdat y ∈ Z(α)× en ev2(y) = 1, geldt ook ev2(y

−1) = 1. Dus (1, y−1) ∈ A
en (1, y) is een eenheid van A. Er bestaat bijgevolg een x ∈ ZC+

7 met
ρ(x) = (1, y). Dit element is een eenheid, heeft augmentatie 1 en voldoet aan
ρ2(x) = y. Dus ρ2 is surjectief op H.

Hieruit volgt dat ρ2 een groepsisomorfisme is.

Eigenschappen van H

Om deze elementen beter te kunnen bestuderen definiëren we een ringhomo-
morfisme uit Z(α)× met als kern H.

H met behulp van de evaluatieafbeelding

Omdat α voldoet aan f(X) = X3 +X2 − 2X − 1 = 0 en

f(2) = 8 + 4− 4− 1 = 7 ≡ 0 (mod 7),

voldoen α en 2 aan dezelfde vergelijking en bestaat er een ringhomomorfisme

ev2 : Z(α) → F7, α 7→ 2.

Dan is
ev2(u+ vα + wα2) = u+ 2v + 4w (mod 7),

en de congruentievoorwaarde wordt eenvoudig:

ev2(x) = 1.
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Beperk nu ev2 tot de eenheden: ev2 : Z(α)× → F×
7 dan geldt:

H = {x ∈ Z(α)× | ev2(x) = 1}

H met generatoren van Z(α)×

Met de primitieve eenheden

η1 = α2 + α− 1, η2 = α+ 1

krijgen we

ev2(η1) = 4 + 2− 1 = 5, ev2(η2) = 3, ev2(−1) = 6.

Schrijf nu een willekeurige eenheid als

x = (−1)s ηm
1 η

n
2 (m,n ∈ Z, s ∈ {0, 1}).

Dan
ev2(x) = 6s 5m 3n ∈ F×

7 .

Omdat F×
7 = ⟨3⟩ en 6 = 33, 5 = 35, volgt

ev2(x) = 1 ⇐⇒ 3 3s+5m+n = 1 ⇐⇒ 3s+ 5m+ n ≡ 0 (mod 6).

Dit is equivalent met de twee congruenties

2m+ n ≡ 0 (mod 3) en s ≡ m+ n (mod 2).

Met andere woorden: x ∈ H dan en slechts dan als (m,n) voldoet aan
2m + n ≡ 0 (mod 3) of m ≡ n (mod 3), en dan is het teken (−1)s uniek
vastgelegd door s ≡ m+ n (mod 2).

H = {(−1)sηm1 η
n
2 | m ≡ n (mod 3) en s ≡ m+ n (mod 2)}

Trinomiale eenheden als basis

In plaats van eerst abstract generatoren van H te bepalen, vertrekken we,
gëınspireerd door ZC+

5 , van de trinomiale symmetrische elementen:

x1 = −1 + g + g−1, x2 = −1 + g2 + g−2, x3 = −1 + g3 + g−3

Elk heeft augmentatie 1.
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1. We bepalen hun beelden in Z(α) via ρ2 :

ρ2(x1) = α− 1, ρ2(x2) = α2 − 3, ρ2(x3) = −α− α2.

2. Omdat ev2(α) = 2 geldt:

ev2(ρ2(x1)) = 2− 1 = 1,

ev2(ρ2(x2)) = 4− 3 = 1,

ev2(ρ2(x3)) = −2− 4 = −6 ≡ 1 (mod 7).

Dus ρ2(xi) ∈ H voor i = 1, 2, 3.

3. We schrijven deze nu uit in functie van de primitieve eenheden

η1 = α2 + α− 1, η2 = α+ 1.

Men verifieert in Z(α) de identiteiten

(α− 1)(α+ 1)(α2 + α− 1) = 1, (α2 − 3)(α+ 1) = −(α2 + α− 1)2,

zodat
α− 1 = η−1

1 η−1
2 , α2 − 3 = − η21η

−1
2 .

Verder is η−1
1 = α2 − 1, en dus

η2η
−1
1 = (α+ 1)(α2 − 1) = α,

waaruit volgt

−α− α2 = −α(α + 1) = −
(
η2η

−1
1

)
η2 = − η−1

1 η22.

Samengevat:

ρ2(x1) = η−1
1 η−1

2 , ρ2(x2) = −η21η−1
2 , ρ2(x3) = −η−1

1 η22. (∗)

4. We bepalen eerst de multiplicatieve relatie tussen de drie beelden. Uit
(∗) volgt onmiddellijk

ρ2(x1) ρ2(x2) ρ2(x3) = (η−1
1 η−1

2 ) · (−η21η−1
2 ) · (−η−1

1 η22) = 1,

dus hoogstens twee ervan zijn multiplicatief onafhankelijk.

De elementen ρ2(x1) en ρ2(x2) zijn multiplicatief onafhankelijk. Inder-
daad, als

ρ2(x1)
aρ2(x2)

b = 1,

dan geven de exponenten van η1 en η2 respectievelijk

−a+ 2b = 0, −a− b = 0.

Hieruit volgt 3b = 0, dus b = 0 en vervolgens a = 0.
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5. We bewijzen nu dat zij H genereren. Zet

u = ρ2(x1) = η−1
1 η−1

2 , v = ρ2(x2) = −η21η−1
2 .

Neem een willekeurig element x ∈ H. Uit het vorige item volgt dat er
m,n ∈ Z bestaan met

x = (−1)sηm
1 η

n
2 , 2m+ n ≡ 0 (mod 3), s ≡ m+ n (mod 2).

Beschouw nu uavb:

uavb = (η−1
1 η−1

2 )a · (−η21η−1
2 )b = (−1)b η−a+2b

1 η−a−b
2 .

We willen uavb = x, dus we moeten oplossen

m = −a+ 2b, n = −a− b.

Dit geeft

b =
m− n

3
, a = − m+ 2n

3
.

De voorwaarde 2m + n ≡ 0 (mod 3) impliceert dat zowel m − n als
m+ 2n deelbaar zijn door 3, dus a, b ∈ Z bestaan. Bovendien geldt

m+ n = (−a+ 2b) + (−a− b) = −2a+ b ≡ b (mod 2),

dus (−1)b = (−1)m+n en daarmee is ook het teken correct (omdat
s ≡ m+ n (mod 2)). Bijgevolg is elk x ∈ H een product van machten
van u en v.

De elementen u en v zijn dus multiplicatief onafhankelijk en genereren
H. Zij vormen bijgevolg een basis van de vrije abelse groep H. Omdat
ρ2 een isomorfisme is, vormen de voorgestelde trinomiale eenheden x1
en x2 een basis van U1(ZC+

7 ).

De congruentiedeelgroep H

H = {u+ vα + wα2 ∈ Z(α)× | u+ 2v + 4w ≡ 1 (mod 7)}

H = {x ∈ Z(α)× | ev2(x) = 1}

H = {(−1)sηm1 η
n
2 | m ≡ n (mod 3) en s ≡ m+ n (mod 2)}

H = ⟨ρ2(x1), ρ2(x2)⟩.

15



1.6 Besluit

Stelling 1.2. De groep U1(ZC+
7 ) is vrij abels van rang 2 en wordt voortge-

bracht door de twee trinomiale eenheden

x1 = −1 + g + g−1, x2 = −1 + g2 + g−2.

In het bijzonder is
U1(ZC+

7 ) = ⟨x1, x2⟩

Gevolg 1. Aangezien de enige torsie-eenheden in ZC+
7 gelijk zijn aan ±1,

volgt
U(ZC+

7 ) = ⟨−1, x1, x2⟩

Gevolg 2. In ZC7 behoren ook de groeps-eenheden ±gk tot de eenheden.
Bijgevolg is

Besluit

U(ZC7) = ±C7 × ⟨−1 + g + g−1,−1 + g2 + g−2⟩
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Fiche: symmetrische eenheden van ZC7

Voor C7 = ⟨g⟩ splitst de rationale groepsalgebra als QC7
∼= Q⊕Q(ζ7). Voor de symmetrische elementen

wordt de cyclotomische component vervangen door haar maximale reële deelveld:

QC+
7

∼= Q⊕ Q(α), α = ζ7 + ζ−1
7 , α3 + α2 − 2α− 1 = 0.

De gehele symmetrische elementen vormen in Z⊕ Z[α] de orde

A =
{
(m,u+ vα+ wα2) | m ≡ u+ 2v + 4w (mod 7)

}
.

Verder is

Z[α]× = {±ηm1 ηn2 | m,n ∈ Z}, η1 = α2 + α− 1, η2 = α+ 1.

Deze groep heeft torsievrije rang 2.

Voor genormaliseerde symmetrische eenheden moet de triviale component gelijk zijn aan 1. De
congruentievoorwaarde selecteert daarom de deelgroep

H =
{
u+ vα+ wα2 ∈ Z[α]× | u+ 2v + 4w ≡ 1 (mod 7)

}
.

Met de groepshomomorfie

ev2 : Z[α]× −→ F×
7 , u+ vα+ wα2 7−→ u+ 2v + 4w (mod 7),

geldt H = ev−1
2 (1) = ker(ev2), en de projectie ρ2 geeft een isomorfisme U1(ZC7)+ ∼= H.

In plaats van de generatoren van H abstract te zoeken, beschouwen we de trinomiale eenheden

x1 = −1 + g + g−1, x2 = −1 + g2 + g−2.

Hun beelden zijn

ρ2(x1) = η−1
1 η−1

2 , ρ2(x2) = −η21η
−1
2 .

De bijbehorende exponentmatrix heeft determinant 3. De congruentie m ≡ n (mod 3), samen met de
vastgelegde tekenvoorwaarde, toont dat deze twee beelden heel H genereren; de niet-nuldeterminant
toont hun onafhankelijkheid. Bijgevolg

U1(ZC7)+ = ⟨−1 + g + g−1, −1 + g2 + g−2⟩.

Z[α]×

• η1 • η2

H

• η−1
1 η−1

2 • −η21η−1
2

• − 1 + g + g−1

• − 1 + g2 + g−2

U1(ZC7)
+

1, 2, 3, 4, 5, 6

F×
7

ρ2

ev2
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Computationele controle

De manuele berekeningen werden onafhankelijk gecontroleerd met
GAP/Wedderga en PARI/GP. GAP/Wedderga bevestigt

QC7
∼= Q⊕Q(ζ7), 1 + 6 = 7

voor de dimensies van de twee componenten. PARI/GP bevestigt voor α =
ζ7 + ζ−1

7 het minimale polynoom x3 + x2 − 2x − 1, evenals OQ(α) = Z[α],
signatuur (3, 0) en eenhedenrang 2.
Verder bevestigt de exacte rekening in Z[α] dat

ρ2(x1) = η−1
1 η−1

2 , ρ2(x2) = −η21η
−1
2 , ρ2(x3) = −η−1

1 η22

en dat hun product gelijk is aan 1. De exponentmatrix van de eerste twee
beelden heeft determinant 3; precies de exponentparen van index 3 die voldoen
aan m ≡ n (mod 3) worden bereikt. De tekenexponent is daarbij automatisch
s ≡ m+ n (mod 2). Dit controleert zowel de onafhankelijkheid als het basis-
bewijs. Een directe berekening modulo g7− 1 bevestigt ten slotte dat alle drie
de trinomiale elementen eenheden met augmentatie 1 zijn en dat x1x2x3 = 1.
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