Computationele controle van Z(C;

Technische aanvulling bij de fiche en de theoretische uitwerking

Voor Cr = {g|g"=1)ena= (7 + (7 ! bundelt dit document de exacte softwarecontroles
van de Wedderburn-ontbinding, het maximale reéle deelveld, de congruentiedeelgroep en de
trinomiale eenheden.

1 GAP/Wedderga

GAP/Wedderga bevestigt
QC7 = Q& Q(¢7), 1+6=T1.

Het script controleert bovendien dat er twee rationale primitieve centrale idempotenten zijn en dat
hun som gelijk is aan 1.

2 PARI/GP

PARI/GP bevestigt exact
min(a) = 2> + 2% — 2z — 1, Oq(a) = Zla].
De signatuur is (3,0), zodat Dirichlets eenhedenstelling de torsievrije rang
rankZja]* =3 —-1=2

geeft. Met
m=a’+a—1,qquadn =a+1

worden ook de inversen 7, l—a?2—-1en My L' — 2 — o2 exact gecontroleerd.

3 Congruentie en trinomiale basis

De integrale orde leidt tot
evy : Zla]* — FX, qquadu + va + wa® — u+2v + 4w (mod 7),

en H =evy 1(1). Omdat de beperking van evy aan de eenhedengroep een groepshomomorfisme is,
kan men dit ook schrijven als H = ker(evs). Voor

r1=—14+g+g ', m=-14+¢"+g2 z3=-1+¢"+g*
bevestigt de exacte rekening

pa(z1) =ni'nyt,  pa(me) = —nming ', pa(zs) = —ni 'nj.



Alle drie beelden gaan onder evg naar 1, en z1zoxs = 1 in Z[C7]. De exponentparen van de eerste
twee beelden zijn respectievelijk (=1, —1) en (2, —1). Hun exponentmatrix heeft determinant 3 en
brengt dus precies de deelrooster

{(m,n) €Z* | m=n (mod3)}
voort. De bijbehorende tekens voldoen aan de vereiste pariteitsvoorwaarde. Dit bevestigt dat

p2(x1) en pa(w2) heel H voortbrengen en dat 1,9 een basis vormen van Uy (ZC7)™.

4 Conclusie

De onafhankelijke controles bevestigen alle veld-, orde-, rang- en congruentieberekeningen, evenals

U(ZC) T = (-1+g+g ', -1+¢*+g7?).



A Reproduceerbare scripts

A.1 GAP/Wedderga

# Computationele controle voor Q[C7] met GAP en Wedderga.

if LoadPackage("wedderga") <> true then
Error("Het GAP-pakket Wedderga is niet beschikbaar.");
fi;

G := CyclicGroup(IsPermGroup, 7);;
A := GroupRing(Rationals, G);;
wd := WedderburnDecompositionInfo(A);;
dims := List(wd, component ->
component [1] "2 * DegreeOverPrimeField(component[2]));;

Print ("WedderburnDecompositionInfo(Q[C7]) = ", wd, "\n");

Print("Q-dimensies van de componenten = ", dims, "\n");

if dims <> [1, 6] or Sum(dims) <> 7 then
Error("Onverwachte componentdimensies.");

fi;

idems := PrimitiveCentralldempotentsByCharacterTable(A);;
if Length(idems) <> 2 or Sum(idems) <> One(A) then
Error("Onverwachte rationale centrale idempotenten.");
fi;
Print ("CONTROLE GESLAAGD: Q[C7] ~= Q + Q(zeta_7), dimensies 1 en 6.\n");

A.2 PARI/GP

\\ Exacte controle voor Q(zeta_7), het maximale reele deelveld en de
\\ trinomiale eenheden. Uitvoeren met: gp -q Computatie/C7/c7_pari.gp

fcyclo = polcyclo(7);

z7 = Mod(x, fcyclo);

alpha_cyclo = z7 + z7°(-1);

freal = minpoly(alpha_cyclo);

if (freal !'= x°3 + x72 - 2*%x - 1, error("Onverwacht minimaal polynoom"));

nf = nfinit(freal);

if (nf.index != 1, error("Z[alpha] is niet de volledige ring van gehelen"));
if (nf.sign != [3, 0], error("Onverwachte signatuur"));
if (nf.sign[1] + nf.sign[2] - 1 != 2, error("Onverwachte eenhedenrang"));

alpha = Mod(x, freal);

etal = alpha~2 + alpha - 1;

eta2 = alpha + 1;

if (etal~(-1) !'= alpha~2 - 1, error("Onjuist inverse van etal"));
if (eta2~(-1) != 2 - alpha~2, error("Onjuist inverse van eta2"));

ul = alpha - 1;

u2 = alpha~2 - 3;

u3 = -alpha - alpha~2;

if (ul != etal~(-1)*eta2~(-1), error("Onjuiste factorisatie van rho2(x1)"));
if (u2 != -etal~2*xeta2”(-1), error("Onjuiste factorisatie van rho2(x2)"));
if (u3 !'= -etal~(-1)*eta2"2, error("Onjuiste factorisatie van rho2(x3)"));
if (ul*u2*u3 != 1, error("De drie beelden hebben niet product 1"));

evl = subst(lift(ul), x, 2) % 7;
ev2 = subst(lift(u2), x, 2) % 7;
ev3 = subst(lift(ud), x, 2) % 7;
if (evl !'=1 || ev2 !=1 || ev3 != 1, error("Beeld ligt niet in H"));

T = T;

x1 = Mod(-1 + T + T°6, T°7 - 1);

x2 = Mod(-1 + T~2 + T°5, T°7 - 1);

x3 = Mod(-1 + T°3 + T4, T°7 - 1);

if (x1*x2*x3 != 1, error("De trinomiale elementen hebben niet product 1"));

print ("minimaal polynoom = ", freal);



print("integrale basis = ", nf.zk, "; signatuur = ", nf.sign, "; rang = 2");

print("ev_2(rho2(x1)), ev_2(rho2(x2)), ev_2(rho2(x3)) = ", [evl,ev2,ev3]);
print ("x1*x2*x3 = 1 in Z[C7].");
print ("CONTROLE GESLAAGD.");
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