
Hoofdstuk 1

Eenheden in ZC5

1.1 Wedderburn-ontbinding van QC5

Laat

C5 = ⟨g | g5 = 1⟩

en zij ζ5 een primitieve vijfde eenheidswortel. Omdat C5 abels is, zijn alle
irreducibele complexe representaties eendimensionaal. Zij worden gegeven
door de karakters

χj(g
k) = ζ jk

5 (j = 0, 1, 2, 3, 4).

De complexe centrale idempotenten

Bij elk irreducibel karakter χj hoort de centrale idempotent

ej =
1

5

4∑
k=0

χj(g
−k) gk =

1

5

4∑
k=0

ζ−jk
5 gk.

Dus krijgen we expliciet:

e0 =
1

5
(1 + g + g2 + g3 + g4),

e1 =
1

5
(1 + ζ−1

5 g + ζ−2
5 g2 + ζ−3

5 g3 + ζ−4
5 g4).

1



Omdat
ζ−1
5 = ζ45 , ζ−2

5 = ζ35 , ζ−3
5 = ζ25 , ζ−4

5 = ζ5,

kan men ook schrijven:

e1 =
1

5
(1 + ζ45g + ζ35g

2 + ζ25g
3 + ζ5g

4).

Verder:

e2 =
1

5
(1 + ζ35g + ζ5g

2 + ζ45g
3 + ζ25g

4).

e3 =
1

5
(1 + ζ25g + ζ45g

2 + ζ5g
3 + ζ35g

4).

e4 =
1

5
(1 + ζ5g + ζ25g

2 + ζ35g
3 + ζ45g

4).

Deze idempotenten zijn onderling orthogonaal en hun som is gelijk aan 1:

eiej = δijei, e0 + e1 + e2 + e3 + e4 = 1.

Daaruit volgt de complexe Wedderburn-ontbinding

CC5 =
4⊕

j=0

Cej ∼= C5.

De rationale centrale idempotenten

We gaan nu over van de complexe naar de rationale ontbinding. Het idem-
potent e0 is reeds rationaal, want

e0 =
1

5
(1 + g + g2 + g3 + g4) ∈ QC5.

We noteren daarom
E1 = e0.

De overige vier idempotenten e1, e2, e3, e4 vormen samen één Galois-orbit
onder

Gal(Q(ζ5)/Q) ∼= (Z/5Z)×.
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Hun som is dus een rationale centrale idempotent. We noteren

E2 = e1 + e2 + e3 + e4.

Aangezien

e0 + e1 + e2 + e3 + e4 = 1,

volgt onmiddellijk dat

E2 = 1− e0.

Dus

E2 = 1− 1

5
(1 + g + g2 + g3 + g4) =

1

5
(4− g − g2 − g3 − g4).

We hebben dus precies twee rationale centrale primitieve idempotenten:

E1 =
1

5
(1 + g + g2 + g3 + g4),

en

E2 =
1

5
(4− g − g2 − g3 − g4).

Bijgevolg verkrijgen we de rationale Wedderburn-ontbinding

QC5 = QC5E1 ⊕QC5E2.

Identificatie van de rationale componenten

We bepalen nu met welke velden deze twee componenten isomorf zijn.

De component QC5E1

Beschouw de augmentatie-afbeelding

ε : QC5 −→ Q,
4∑

k=0

akg
k 7−→

4∑
k=0

ak.

Voor elk k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} geldt

gkE1 =
1

5
(gk + gk+1 + gk+2 + gk+3 + gk+4) = E1,
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waarbij de exponenten modulo 5 worden genomen. Hieruit volgt dat voor
elk

x =
4∑

k=0

akg
k ∈ QC5

geldt:

xE1 =
4∑

k=0

akg
kE1 =

4∑
k=0

akE1 =

(
4∑

k=0

ak

)
E1 = ε(x)E1.

Dus elk element van QC5E1 is een rationaal veelvoud van E1. De afbeelding

QC5E1 −→ Q, λE1 7−→ λ

is dan een isomorfisme van Q-algebra’s. Bijgevolg

QC5E1
∼= Q.

De component QC5E2

Beschouw vervolgens de evaluatie-afbeelding

ψ : QC5 −→ Q(ζ5),
4∑

k=0

akg
k 7−→

4∑
k=0

akζ
k
5 .

Dit is een Q-algebrahomomorfisme. Bovendien is zij surjectief, want

Q(ζ5) = Q+Qζ5 +Qζ25 +Qζ35 .

Verder hebben we

ψ(E1) =
1

5
(1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 ) = 0,

omdat
1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 = 0.

Dus geldt
QC5E1 ⊆ ker(ψ).

Nu is
dimQ(QC5) = 5 en dimQ Q(ζ5) = φ(5) = 4.
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Aangezien ψ surjectief is, volgt uit de dimensieformule dat

dimQ ker(ψ) = 1.

Anderzijds heeft QC5E1 eveneens dimensie 1, omdat

QC5E1
∼= Q.

Daarom moet
ker(ψ) = QC5E1

gelden.

Met de eerste isomorfiestelling volgt dan

QC5/QC5E1
∼= Q(ζ5).

Aangezien bovendien

QC5 = QC5E1 ⊕QC5E2,

hebben we
QC5/QC5E1

∼= QC5E2.

Dus besluiten we dat
QC5E2

∼= Q(ζ5).

Wedderburn ontbinding

QC5
∼= Q⊕Q(ζ5)

1.2 Symmetrische elementen van QC5

Beschouw de involutie

∗ : QC5 → QC5,

(
4∑

k=0

akg
k

)∗

=
4∑

k=0

akg
−k.

De symmetrische deelring is

QC+
5 = {x ∈ QC5 | x∗ = x}.

Schrijf x =
∑4

k=0 akg
k. De voorwaarde x∗ = x is equivalent met ak =

a−k (mod 5), dus a1 = a4 en a2 = a3. Bijgevolg is QC+
5 een Q-algebra van

dimensie 3 met basis {1, g + g−1, g2 + g−2}.

QC+
5 =

{
a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2)

∣∣ a, b, c ∈ Q
}
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Het maximale reële deelveld Q(α) van Q(ζ5)

We zoeken het maximale reële deelveld van Q(ζ5). Neem een primitieve vijfde
eenheidswortel ζ5 en stel

α = ζ5 + ζ−1
5 = ζ5 + ζ45 .

Omdat ζ55 = 1 en ζ5 ̸= 1, geldt

1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 = 0.

Hieruit volgt
ζ25 + ζ35 = −1− (ζ5 + ζ45 ) = −1− α.

Nu berekenen we
α2 = (ζ5 + ζ−1

5 )2 = ζ25 + 2 + ζ−2
5 .

Maar ζ−2
5 = ζ35 , dus

α2 = ζ25 + 2 + ζ35 = 2 + (ζ25 + ζ35 ) = 2 + (−1− α) = 1− α.

Dus:
α2 + α− 1 = 0

Bijgevolg is:

Q(α) = {u+ vα : α2 = 1− α}

Gëınduceerd isopmorfisme ρ = (ρ1, ρ2)

Wanneer x ∈ QC+
5 , dan is de tweede component invariant onder complexe

conjugatie (want g 7→ g−1 correspondeert met ζ5 7→ ζ−1
5 ). Bijgevolg ligt

de tweede component in Q(ζ5)
+ = Q(α) en verkrijgen we een gëınduceerde

Q-algebra-isomorfisme

ρ = (ρ1, ρ2) : QC+
5

∼−−→ Q⊕Q(α).

QC+
5
∼= Q⊕Q(α)

Neem een willekeurig element

γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) ∈ QC+
5 .
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Eerste component

ρ1(γ) = ε(γ) = a+ 2b+ 2c,

Tweede component

g + g−1 7→ ζ5 + ζ−1
5 = α, g2 + g−2 7→ ζ25 + ζ−2

5 = −1− α

Dus:
ρ2(γ) = a+ bα + c(−1− α) = (a− c) + (b− c)α.

Samengevat:

De symmetrische elementen: QC+
5

QC+
5 =

{
γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2)

∣∣ a, b, c ∈ Q
}

QC+
5
∼= Q⊕Q(α)

Q(α) = {u+ vα : α2 = 1− α}

ρ1(γ) = a+ 2b+ 2c, ρ2(γ) = (a− c) + (b− c)α

1.3 De Z-orde ZC+
5 van QC+

5

In deze sectie beschrijven we de gehele symmetrische groepsring

ZC+
5 = ZC5 ∩QC+

5

We weten dat QC+
5

∼= Q ⊕ Q(α). De ring der gehelen van Q ⊕ Q(α) is
Z ⊕ Z(α) en ZC+

5 komt overeen met een expliciete deelorde van Z ⊕ Z(α).
Merk dus op dat ZC+

5 niet gelijk is aan de ring der gehelen van QC+
5 .

Voor
γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) ∈ QC+

5 (a, b, c ∈ Q)

hebben we expliciet:

ρ1(γ) = a+ 2b+ 2c, ρ2(γ) = (a− c) + (b− c)α.

Schrijf dus
ρ(γ) = (m,u+ vα)
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met
m = a+ 2b+ 2c, u = a− c, v = b− c.

De Z-orde ZC+
5 bestaat precies uit die γ waarvoor a, b, c ∈ Z. We willen dus

beschrijven welke paren (m,u + vα) ontstaan wanneer a, b, c gehele getallen
zijn.

We lossen de gegeven voorwaarden op naar a, b, c in termen van (m,u, v).
Uit u = a− c volgt a = u + c. Uit v = b− c volgt b = v + c. Invullen in de
formule voor m geeft:

m = a+ 2b+ 2c = (u+ c) + 2(v + c) + 2c = u+ 2v + 5c.

Hieruit volgt de noodzakelijke voorwaarde

m− u− 2v = 5c ∈ 5Z,

dus
m ≡ u+ 2v (mod 5).

Omgekeerd, stel dat m,u, v ∈ Z voldoen aan m ≡ u+ 2v (mod 5). Dan is

c =
m− u− 2v

5
∈ Z, a = u+ c ∈ Z, b = v + c ∈ Z.

Daarmee definieert

γ = a+ b(g + g−1) + c(g2 + g−2) ∈ ZC+
5

een element met ρ(γ) = (m,u+ vα). We hebben dus een equivalentie bewe-
zen.

Via ρ identificeert ZC+
5 zich met de deelorde A :

ZC+
5 als Z-orde van QC+

5

ZC+
5

∼= A ⊆ Z⊕ Z(α)

A = {(m,u+ vα) ∈ Z⊕ Z(α) | m ≡ u+ 2v (mod 5)}
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1.4 Eenheden van deWedderburn-componenten

ZC+
5
∼= A ⊂ Z ⊕ Z(α), dus als we de eenheden willen bestuderen van ZC+

5 ,
is het nuttig om de eenheden van Z⊕ Z(α) te bepalen. De eenheden van Z
zijn ±1. In deze sectie berekenen we de eenhedengroep Z(α)× van Z(α).

De torsievrije rang

De rang r van de eenhedengroep Z[α]×, wordt gegeven door de formule van
Dirichlet: r = 1

2
φ(n) − 1, waarbij n de orde is van de cyclische groep. Voor

C5 is dat dus r = 1
2
× 4− 1 = 1.

Cyclotomische eenheden

We bepalen de cyclotomische eenheden. Als p priem is of een priemmacht,
dan zullen de reële cyclotomische eenheden de volledige eenhedengroep ge-
nereren van Q(ζp). Zet x = ζ5. Voor k met gcd(k, 5) = 1 en 1 < k ≤ 5−1

2
= 2

definiëren we

uk = x b 1− xk

1− x
, b =

1− k

2
.

Voor p = 5 is er slechts 1 niet-triviale keuze: k = 2. Hier is b = −1
2
≡ 2

(mod 5), dus

u2 = x2
1− x2

1− x
= x2(1 + x) = x2 + x3 = −1− α.

Keuze van primitieve generatoren

We kiezen als primitieve niet-torsie eenheid

η1 = 1 + α

Dan geldt eenvoudig dat u2 = −η1.

Eenheden in de Wedderburn componenten

De rang van Z(α)× = 1

Z(α)× = {±(1 + α)n | n ∈ Z}
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1.5 Eenheden van ZC+
5

In deze sectie bepalen we de eenhedengroep van de gehele groepsring ZC5.
Noteer deze eenhedengroep met U(ZC5) en met U1(ZC5) de groep van de
genormaliseerde eenheden of met andere woorden de eenheden met augmen-
tatie 1. Dan is U(ZC5) = ±U1(ZC5) . Omdat U1(ZC5) het direct product is
van C5 met een torsie vrije groep van symmetrische eenheden, genoteerd
met U1(ZC+

5 ), onderzoeken we eerst deze groep. Om U1(ZC+
5 ) concreet

te beschrijven, volstaat het niet om alleen de eenheden in de Wedderburn-
component Z(α) te kennen. We moeten immers precies bepalen welke van
die eenheden ook effectief terugkomen uit de Z-orde ZC+

5 . Dat is precies
waar de congruentievoorwaarden uit sectie 3 een rol spelen: zij selecteren
binnen Z(α)× die elementen die met eerste component 1 kunnen worden “te-
ruggelijmd” tot een eenheid van ZC+

5 . Dit leidt op natuurlijke wijze tot een
deelgroep H ⊂ Z(α)×, die we de congruentiedeelgroep zullen noemen.

De torsie vrije rang van U1(ZC+
5 )

De stelling van Higman zegt:

U1(ZC+
n )

∼= Cn × F,

waar F een vrije abelse groep is met rang

r =
1

2
(n+ 1 + n2 − 2ℓ),

met n2 het aantal cyclische deelgroepen van orde 2 en ℓ het totaal aantal
cyclische deelgroepen van Cn.

Voor C5 geldt n = 5, n2 = 0 en ℓ = 2, dus

r =
1

2
(5 + 1 + 0− 2 · 2) = 1.

Rang van U1(ZC+
5 )

De torsievrije rang van U1(ZC+
5 ) = 1
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De congruentiedeelgroep H

We weten dat:

ZC+
5
∼=
{
(m, u+ vα) ∈ Z⊕ Z(α)

∣∣∣ m ≡ u+ 2v (mod 5) )
}
.

Voor elke genormaliseerde symmetrische eenheid x is ρ1(x) = 1 en ρ2(x) =
u+ vα. Hierbij moet u+ vα een eenheid zijn van Z(α), dus u+ vα ∈ Z(α)×
en bovendien moet u + vα in ρ2(ZC+

5 ) liggen, wat betekent dat 1 ≡ u +
2v (mod 5),

Definieer nu de deelgroep H van Z(α)× als:

H = {u+ vα ∈ Z(α)×|u+ 2v ≡ 1 mod 5}

We noemen H een congruentiedeelgroep omdat de definitie van H correspon-
deert met een congruentievoorwaarde. We willen nu aantonen dat H isomorf
is met U1(ZC+

5 ) en we zoeken naar 1 generator van H.

H is isomorf met U1(ZC+
5 )

Stelling 1.1. De afbeelding

ρ2 : U1(ZC+
5 ) −→ H, u 7−→ ρ2(u)

is een groepsisomorfisme.

Bewijs. Omdat ρ = (ρ1, ρ2) : ZC+
5

∼−→ A ⊆ Z⊕ Z(α) een ringisomorfisme is,
geldt voor alle u, v ∈ ZC+

7 :

ρ(uv) = ρ(u)ρ(v) ⇒ ρ2(uv) = ρ2(u)ρ2(v).

Dus ρ2 is multiplicatief, en dus een groepshomomorfisme op U1(ZC+
5 ).

Injectiviteit. Neem u ∈ U1(ZC+
5 ) met ρ2(u) = 1. Omdat u ∈ U1 geldt

bovendien ρ1(u) = 1 (dit is de augmentatie). Dus

ρ(u) = (ρ1(u), ρ2(u)) = (1, 1).

Aangezien ρ injectief is, volgt u = 1. Dus ker(ρ2) = {1} en ρ2 is injectief.
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Surjectiviteit. Neem x ∈ H. Dan is x ∈ Z(α)× en ev2(x) = 1. Dus (1, x) ∈ A.
Omdat x een eenheid is, is ook (1, x) ∈ A× met inverse (1, x−1).

Aangezien ρ : ZC+
5 → A een ringisomorfisme is, bestaat er u ∈ ZC+

5 met
ρ(u) = (1, x). Bovendien is ρ1(u) = 1, dus u ∈ U1(ZC+

5 ), en ρ2(u) = x. Dus
ρ2 is surjectief op H.

Hieruit volgt dat ρ2 een groepsisomorfisme is.

Eigenschappen van H

Om deze elementen beter te kunnen bestuderen definiëren we een ringhomo-
morfisme uit Z(α)× met H als kern.

H met behulp van de evaluatie afbeelding

In principe zouden we voor opeenvolgende machten van de fundamentele een-
heid 1 + α telkens opnieuw de congruentievoorwaarden kunnen oplossen om
te bepalen of zo’n eenheid in het beeld van ρ2 ligt. Dat zou echter omslachtig
zijn. De voorwaarde u+ 2v ≡ 1 (mod 5) kan efficiënter rechtstreeks worden
gecodeerd door de evaluatie-afbeelding

ev2 : Z[α]× −→ F×
5 , u+ vα 7−→ u+ 2v (mod 5).

Daardoor is H = ev−1
2 (1) en wordt het zoeken naar elementen van H terug-

gebracht tot een berekening in de eindige groep F×
5 .

Omdat α voldoet aan f(X) = X2 +X − 1 = 0 en

f(2) = 4 + 2− 1 ≡ 0 (mod 5),

voldoen α en 2 aan dezelfde vergelijking en bestaat er een ringhomomorfisme

ev2 : Z(α) → F5, α 7→ 2.

Dan is
ev2(u+ vα) = u+ 2v (mod 5),

en de congruentievoorwaarde wordt eenvoudig:

ev2(x) = 1.

Beperk nu ev2 tot de eenheden: ev2 : Z(α)× → F×
5 met:

H = {x ∈ Z(α)× | ev2(x) = 1}
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H met generatoren van Z(α)×

Met de primitieve eenheid
η1 = 1 + α

krijgen we
ev2(η1) = 1 + 2 = 3 ev2(−1) = 4.

Schrijf nu een willekeurige eenheid als

x = (−1)s ηm
1 (m ∈ Z, s ∈ {0, 1}).

Dan
ev2(x) = 3m4s ∈ F×

5 .

Omdat F×
5 = ⟨2⟩ en 4 = 22, 3 = 23, volgt

ev2(x) = 1 ⇐⇒ 2 2s+3m = 1 ⇐⇒ 2s+ 3m ≡ 0 (mod 4).

Dit is equivalent met de twee congruenties

m ≡ 0 (mod 2) en s ≡ m

2
(mod 2).

Met andere woorden: x ∈ H dan en slechts dan als m voldoet aan m ≡ 0
(mod 2) , en dan is het teken (−1)s uniek vastgelegd door s ≡ m

2
(mod 2).

H = {(−1)sηm1 | m ≡ 0 (mod 2) en s ≡ m

2
(mod 2)}

Generatoren van H

Omdat de torsievrije rang van U1(ZC+
5 ) gelijk is aan 1, moeten we in H op

zoek naar 1 generator. Elke eenheid van Z[α] heeft de vorm

±(1 + α)n (n ∈ Z).

We zoeken dus de kleinste positieve exponent m waarvoor, eventueel na ver-
menigvuldiging met −1, een element ±(1 + α)m tot H behoort. De kleinst
mogelijke waarde is m = 2. Dan moet s = 1 en verkrijgen we

−(1 + α)2 = −2− α ∈ H.

Omdat 2 de kleinste positieve exponent is waarvoor dit mogelijk is, vormen
de toegelaten exponenten precies de overeenkomstige deelgroep van de expo-
nentgroep. Bijgevolg geldt

H = ⟨−2− α⟩.
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De congruentiedeelgroep H

H = {u+ vα ∈ Z(α)×|u+ 2v ≡ 1 mod 5}

H = {x ∈ Z(α)× | ev2(x) = 1}

H = {(−1)sηm1 | m ≡ 0 (mod 2) en s ≡ m

2
(mod 2)}

H = ⟨−2− α⟩
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1.6 Besluit

Het enige wat we nog moeten doen is het inverse beeld bepalen van −2− α
in ZC+

5 . Schrijf −(2 + α) = u+ vα met u = −2, v = −1. Uit de constructie
in Sectie 4 volgt:

c =
1− u− 2v

5
= 1, a = u+ c = −1, b = v + c = 0.

Het bijhorende element in ZC+
5 is dus

x = −1 + g2 + g−2.

We noemen dit een trinomiale eenheid. De andere trinomiale eenheid is
−1 + g + g−1. De twee trinomiale eenheden zijn elkaars inverse en brengen
dus dezelfde cyclische groep voort.

Stelling 1.2. De groep U1(ZC+
5 ) is vrij abels van rang 1 en wordt voortge-

bracht door één trinomiale eenheid

x1 = −1 + g2 + g−2
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Fiche: symmetrische eenheden van ZC5

Voor C5 = ⟨g⟩ splitst de rationale groepsalgebra als QC5
∼= Q⊕Q(ζ5). Voor de symmetrische elementen

wordt de cyclotomische component vervangen door haar maximale reële deelveld:

QC+
5

∼= Q⊕ Q(α), α = ζ5 + ζ−1
5 , α2 + α− 1 = 0.

De gehele symmetrische elementen vormen in Z⊕ Z[α] de orde

A =
{
(m,u+ vα) | m ≡ u+ 2v (mod 5)

}
.

Verder is Z[α]× = {±(1+α)n | n ∈ Z}. Deze groep heeft torsievrije rang 1, met 1+α als fundamentele
eenheid.

Voor genormaliseerde symmetrische eenheden moet de triviale component gelijk zijn aan 1. De
congruentievoorwaarde selecteert daarom de deelgroep

H =
{
u+ vα ∈ Z[α]× | u+ 2v ≡ 1 (mod 5)

}
.

Om de generator van H te bepalen, gebruiken we de groepshomomorfie

ev2 : Z[α]× −→ F×
5 , u+ vα 7−→ u+ 2v (mod 5).

Dan is H = ev−1
2 (1) = ker(ev2). Samen met de bekende beschrijving van Z[α]× levert dit H =

⟨−2− α⟩. De projectie ρ2 geeft een isomorfisme U1(ZC5)+ ∼= H. Het inverse beeld van −2− α is de
trinomiale eenheid −1 + g2 + g−2. Haar inverse is −1 + g + g−1, zodat beide trinomiale eenheden
dezelfde cyclische groep voortbrengen. Bijgevolg

U1(ZC5)+ = ⟨−1 + g2 + g−2⟩.

Z[α]×

• 1 + α

H

• − 2− α• − 2− α• − 1 + g2 + g−2• − 1 + g2 + g−2

U1(ZC5)
+

1, 2, 3, 4

F×
5

ρ2

ev2
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Computationele controle

De manuele berekeningen werden onafhankelijk gecontroleerd met
GAP/Wedderga en PARI/GP. GAP/Wedderga bevestigt

QC5
∼= Q⊕Q(ζ5), 1 + 4 = 5

voor de dimensies van de twee componenten. PARI/GP bevestigt voor
α = ζ5+ζ−1

5 het minimale polynoom x2+x−1, evenals OQ(α) = Z[α] en eenhe-
denrang 1. PARI/GP kiest α als fundamentele eenheid. Omdat α(1+α) = 1,
is dit equivalent met de in het hoofdstuk gebruikte keuze 1 + α.
Verder zijn

ev2(1 + α) = 3, −2− α = −(1 + α)2, H = ⟨−2− α⟩.

De terugrekening geeft precies

ρ2(−1 + g2 + g−2) = −2− α, ρ2(−1 + g + g−1) = (−2− α)−1.

De twee trinomiale eenheden zijn elkaars inverse en genereren dus dezelfde
cyclische groep.
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