
Computationele controle van ZC5

Technische aanvulling bij de fiche en de theoretische uitwerking

Laat C5 = ⟨g | g5 = 1⟩, laat ζ5 een primitieve vijfde eenheidswortel zijn en stel

α = ζ5 + ζ−1
5 .

Dit document bundelt de exacte softwarecontroles van de rationale Wedderburn-ontbinding,
het maximale reële deelveld, de congruentiedeelgroep en de terugrekening naar de integrale
groepsring.

1 Doel van de computationele controle

De theoretische resultaten voor ZC5 zijn onafhankelijk gecontroleerd met wiskundige software. Deze
berekeningen vervangen de bewijzen niet: zij dienen om de formules exact te verifiëren, subtiele
keuzes van generatoren te controleren en de resultaten reproduceerbaar te maken.

De GAP-berekeningen zijn uitgevoerd met GAP 4.15.1 en het pakket Wedderga; de getaltheoretische
controles met PARI/GP 2.17.0. Daarnaast is een Sage-script voorbereid. Sage was op het
gebruikte systeem niet beschikbaar, zodat aan dat script geen uitgevoerde Sage-resultaten worden
toegeschreven.

2 GAP/Wedderga

GAP/Wedderga geeft twee rationale eenvoudige componenten: de triviale component Q en het
cyclotomische veld Q(ζ5). Daarmee wordt computationeel bevestigd dat

QC5
∼= Q⊕Q(ζ5).

De bijbehorende Q-dimensies zijn 1 en [Q(ζ5) : Q] = φ(5) = 4, zodat de dimensiecontrole luidt

1 + 4 = 5 = dimQ(QC5).

Ook worden de twee verwachte rationale primitieve centrale idempotenten teruggevonden:

E1 =
1

5
(1 + g + g2 + g3 + g4), E2 = 1− E1 =

1

5
(4− g − g2 − g3 − g4).

Het script controleert bovendien dat hun som gelijk is aan 1.

Een compact fragment van de berekening is:

Listing 1: Kern van de GAP/Wedderga-controle
A := GroupRing(Rationals, G);;
wd := WedderburnDecompositionInfo(A);;



dims := List(wd, component ->
component[1]^2 * DegreeOverPrimeField(component[2]));;

idems := PrimitiveCentralIdempotentsByCharacterTable(A);;
if dims <> [1, 4] or Sum(dims) <> 5 then

Error("Onverwachte componentdimensies.");
fi;
if Length(idems) <> 2 or Sum(idems) <> One(A) then

Error("Onverwachte centrale primitieve idempotenten.");
fi;

3 PARI/GP

Voor α = ζ5 + ζ−1
5 bevestigt PARI/GP exact dat

min(α) = x2 + x− 1, OQ(α) = Z[α].

De tweede gelijkheid volgt computationeel uit de index [OQ(α) : Z[α]] = 1. De signatuur is (2, 0),
zodat Dirichlets eenhedenstelling de torsievrije rang

rankZ[α]× = 2 + 0− 1 = 1

geeft.

PARI/GP kiest α als fundamentele eenheid. In de theoretische behandeling wordt 1 + α gebruikt.
Deze keuzes zijn equivalent, want uit α2 + α− 1 = 0 volgt

α(1 + α) = 1.

De twee gekozen fundamentele eenheden zijn dus elkaars inverse.

Listing 2: Kern van de PARI/GP-controle
a5 = z5 + z5^(-1);
freal = minpoly(a5);
nf = nfinit(freal);
signature = nf.sign;
unit_rank = signature[1] + signature[2] - 1;
bnf = bnfinit(freal, 1);

alpha = Mod(x, freal);
eps = 1 + alpha;
if (nf.index != 1, error("Z[alpha] is niet maximaal"));
if (unit_rank != 1, error("Onverwachte eenhedenrang"));
if (alpha * eps != 1, error("Onverwachte eenheidsrelatie"));

4 De congruentievoorwaarde

De integrale orde legt op de niet-triviale reële component de evaluatie op

ev2 : Z[α]× −→ F×
5 , u+ vα 7−→ u+ 2v (mod 5).

Deze afbeelding is goed gedefinieerd omdat 22 + 2− 1 ≡ 0 (mod 5). De exacte controles geven

ev2(1 + α) = 3, ev2(−1) = 4.

Omdat 3 orde 4 heeft in F×
5 , is het kleinste positieve getal m waarvoor het zuivere vermogen

(1 + α)m naar 1 wordt gestuurd gelijk aan

m = 4.
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In de volledige eenhedengroep mag echter ook het teken −1 worden gebruikt. Reeds voor m = 2
geldt

−(1 + α)2 = −2− α, ev2(−2− α) = 1.

Daarom is de door de integrale congruentie geselecteerde deelgroep

H = ev−1
2 (1) = ⟨−2− α⟩.

Dit onderscheid tussen zuivere machten en machten waaraan het teken wordt toegevoegd, verklaart
waarom exponent 4 respectievelijk exponent 2 verschijnt.

5 Terugrekening naar de groepsring

De directe controle van de Wedderburn-projectie ρ2 : QC+
5 → Q(α), bepaald door g 7→ ζ5, levert

de belangrijke nuance
ρ2(−1 + g2 + g−2) = −2− α,

terwijl
ρ2(−1 + g + g−1) = (−2− α)−1.

In ZC5 geldt inderdaad
(−1 + g + g−1)(−1 + g2 + g−2) = 1.

Deze twee symmetrische trinomiale eenheden zijn dus elkaars inverse en genereren dezelfde oneindig
cyclische groep. De abstracte groepsstructuur bleef correct, maar de computationele controle
verfijnt de precieze correspondentie van de gekozen generator: het letterlijke inverse beeld van
−2− α is −1 + g2 + g−2.

6 Sage

Er is een Sage-script voorbereid voor een onafhankelijke controle van de evaluatie modulo 5, de
kernklassen, de symmetrie en augmentatie van de trinomiale eenheden, en hun projecties naar het
cyclotomische veld. Sage was op het gebruikte systeem niet beschikbaar. De relevante berekeningen
zijn daarom afzonderlijk en exact met PARI/GP gecontroleerd. Het voorbereide, niet-uitgevoerde
Sage-script is voor reproduceerbaarheid in de appendix opgenomen.

7 Conclusie

De uitgevoerde softwarecontroles bevestigen de Wedderburn-ontbinding, de dimensies, het minimale
polynoom, de ring van gehelen, de eenhedenrang en de congruentiedeelgroep. Zij bevestigen
bovendien de verfijnde terugrekening

U1(ZC5)
+ = ⟨−1 + g2 + g−2⟩ = ⟨−1 + g + g−1⟩,

waarbij de twee weergegeven generatoren elkaars inverse zijn.
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A Reproduceerbare scripts

De volgende scripts bevatten de volledige controles. De GAP- en PARI/GP-scripts zijn uitgevoerd;
het Sage-script is uitsluitend voorbereid.

A.1 GAP/Wedderga

Listing 3: Volledig GAP/Wedderga-script
# Computationele controle voor Q[C5] met GAP en Wedderga.
# Getest met GAP 4.15.1 en Wedderga.

if LoadPackage("wedderga") <> true then
Error("Het GAP-pakket Wedderga is niet beschikbaar.");

fi;

G := CyclicGroup(IsPermGroup, 5);;
g := GeneratorsOfGroup(G)[1];;
A := GroupRing(Rationals, G);;

Print("G = ", StructureDescription(G), "\n");
Print("dim_Q(Q[C5]) = ", Dimension(A), "\n");

wd := WedderburnDecompositionInfo(A);;
Print("WedderburnDecompositionInfo(Q[C5]) = ", wd, "\n");
Print("Interpretatie: [1,Rationals] en [1,CF(5)], dus Q + Q(zeta_5).\n");

dims := List(wd, component ->
component[1]^2 * DegreeOverPrimeField(component[2]));;

Print("Q-dimensies van de componenten = ", dims, "\n");

if dims <> [1, 4] or Sum(dims) <> 5 then
Error("Onverwachte componentdimensies.");

fi;

idems := PrimitiveCentralIdempotentsByCharacterTable(A);;
Print("Rationale centrale primitieve idempotenten:\n");
for e in idems do

Print(" ", e, "\n");
od;

if Length(idems) <> 2 or Sum(idems) <> One(A) then
Error("De centrale primitieve idempotenten geven niet de verwachte som.");

fi;

Print("CONTROLE GESLAAGD: Q[C5] ~= Q + Q(zeta_5), dimensies 1 en 4.\n");

A.2 PARI/GP

Listing 4: Volledig PARI/GP-script
\\ Computationele controle voor Q(zeta_5) en zijn maximale reele deelveld.
\\ Getest met PARI/GP 2.17.0.

fcyclo = polcyclo(5);
z5 = Mod(x, fcyclo);
a5 = z5 + z5^(-1);
freal = minpoly(a5);

print("Phi_5(x) = ", fcyclo);
print("minpoly(zeta_5 + zeta_5^(-1)) = ", freal);
if (freal != x^2 + x - 1, error("Onverwacht minimaal polynoom"));

nf = nfinit(freal);
print("integrale basis = ", nf.zk);
print("index van Z[alpha] in O_K = ", nf.index);
if (nf.index != 1, error("Z[alpha] is niet de volledige ring van gehelen"));
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signature = nf.sign;
unit_rank = signature[1] + signature[2] - 1;
print("signatuur = ", signature, "; torsievrije eenhedenrang = ", unit_rank);
if (unit_rank != 1, error("Onverwachte eenhedenrang"));

bnf = bnfinit(freal, 1);
print("PARI-fundamentele eenheden = ", bnf.fu);
print("torsie-eenheden = ", bnf.tu);

alpha = Mod(x, freal);
eps = 1 + alpha;
if (alpha * eps != 1, error("1+alpha is niet de inverse van alpha"));
if (norm(eps) != -1, error("1+alpha heeft niet de verwachte norm -1"));

print("PARI kiest alpha als fundamentele eenheid.");
print("Omdat alpha*(1+alpha)=1, is 1+alpha eveneens fundamenteel.");
print("O_K^x = { +/- (1+alpha)^n : n in Z }.");

\\ Kruiscontrole van de congruentie en de terugrekening, omdat Sage niet
\\ in elke omgeving beschikbaar is.
h = -2 - alpha;
ev_eps = subst(lift(eps), x, 2) % 5;
ev_h = subst(lift(h), x, 2) % 5;
if (ev_eps != 3 || ev_h != 1, error("Onverwachte waarden onder ev_2"));
if (h != -(eps^2), error("h is niet gelijk aan -(1+alpha)^2"));

rho_xg = -1 + a5;
rho_yg = -1 + z5^2 + z5^(-2);
h_cyclo = -2 - a5;
if (rho_xg != h_cyclo^(-1), error("Onverwachte projectie van -1+g+g^-1"));
if (rho_yg != h_cyclo, error("Onverwachte projectie van -1+g^2+g^-2"));

xg = Mod(-1 + x + x^4, x^5 - 1);
yg = Mod(-1 + x^2 + x^3, x^5 - 1);
if (xg * yg != 1, error("De trinomiale elementen zijn geen inversen"));

print("ev_2(1+alpha) = ", ev_eps, " en ev_2(-2-alpha) = ", ev_h);
print("rho_2(-1+g+g^-1) = (-2-alpha)^-1;");
print("rho_2(-1+g^2+g^-2) = -2-alpha.");
print("De twee trinomiale elementen zijn elkaars inverse in Z[C5].");
print("CONTROLE GESLAAGD.");

A.3 Sage (voorbereid, niet uitgevoerd)

Listing 5: Volledig voorbereid Sage-script
# Exacte controle van de congruentiestap en de terugrekening voor C5.
# Uitvoeren met: sage c5_sage.sage

R.<X> = PolynomialRing(QQ)
K.<alpha> = NumberField(X^2 + X - 1)
OK = K.ring_of_integers()
assert OK == K.order(alpha)

F5 = GF(5)

def ev2(a):
"""u+v*alpha |-> u+2v modulo 5."""
coeffs = K(a).polynomial().list()
u = ZZ(coeffs[0]) if len(coeffs) > 0 else ZZ(0)
v = ZZ(coeffs[1]) if len(coeffs) > 1 else ZZ(0)
return F5(u + 2*v)

eta = OK(1 + alpha)
h = OK(-2 - alpha)

assert ev2(eta) == F5(3)
assert ev2(OK(-1)) == F5(4)
assert ev2(h) == F5(1)
assert h == -(eta^2)
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assert eta^4 == h^2

# De kleinste positieve exponent van de positieve machten eta^m in ev2^(-1)(1)
# is 4. In de volledige eenhedengroep mogen we ook het teken -1 gebruiken;
# dan verschijnt reeds bij exponent 2 de generator h = -eta^2.
smallest_pure_exponent = next(m for m in (1..20) if ev2(eta^m) == 1)
assert smallest_pure_exponent == 4

# Z[alpha]^x = <-1> x <eta>. Controleer de kern modulo de perioden 2 en 4.
kernel_classes = {

(s, m) for s in (0..1) for m in (0..3)
if F5(4)^s * F5(3)^m == 1

}
generated_by_h = {(0, 0), (1, 2)}
assert kernel_classes == generated_by_h

print("ev2(1+alpha) =", ev2(eta))
print("kleinste m>0 met ev2((1+alpha)^m)=1:", smallest_pure_exponent)
print("h = -2-alpha = -(1+alpha)^2 en ker(ev2) = <h>")

# Directe symbolische controle in Z[C5] = Z[g]/(g^5-1).
P.<T> = PolynomialRing(ZZ)
ZG.<g> = P.quotient(T^5 - 1)
xg = -1 + g + g^4 # -1+g+g^(-1)
yg = -1 + g^2 + g^3 # -1+g^2+g^(-2)

assert xg * yg == 1
assert sum(xg.lift().list()) == 1
assert sum(yg.lift().list()) == 1

star_xg = -1 + g^4 + g
star_yg = -1 + g^3 + g^2
assert star_xg == xg
assert star_yg == yg

L.<zeta> = CyclotomicField(5)
alpha_L = zeta + zeta^(-1)
rho_xg = -1 + zeta + zeta^(-1)
rho_yg = -1 + zeta^2 + zeta^(-2)
h_L = -2 - alpha_L

# Dit lokaliseert een inversekeuze in vijf.tex.
assert rho_yg == h_L
assert rho_xg == h_L^(-1)
assert rho_xg != h_L

print("(-1+g+g^(-1))^(-1) = -1+g^2+g^(-2)")
print("rho2(-1+g+g^(-1)) =", rho_xg, "= (-2-alpha)^(-1)")
print("rho2(-1+g^2+g^(-2)) =", rho_yg, "= -2-alpha")
print("Beide inverse generatoren brengen dezelfde oneindig cyclische groep voort.")
print("CONTROLE GESLAAGD.")
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