3115 [ en bakterieodling ar tillvaxthastigheten B'(t)
proportionell mot aktuell bakteriemangd B(t).

a) Beskriv tillvaxten med en differential-
ekvation ddr proportionalitetskonstanten
ar k=0,0035s".

b) Tolka differentialekvationen med ord.
¢) Kan B(0) = 0? Motivera ditt svar.

3115 A) K':k"z : 0.0035 8

b) ﬂuvZthWHﬁmm A vid Zar> b’alfwkt
0.25 % A bﬂk&riam:’tﬁﬁm pes Selkund |

a) Ne'[, Om Blo)=0 JZ ZL( b/pk{’liriw‘;zm_jdvu
noll ff%vt start .

3116 Visa att

a) y = xe* ar en losning till differentialekva-
tionen y” - 2y’ + 2y = xe*

b) x = 5t sin ¢t dr en 16sning till differential-
ekvationen x”+ x=10cos t

i, ay y=xe

Vi= e¥(14x)-28(1+X) +2X€ = x¢ = HL #

by x=5¢sint
X'z 5(sint+tost)
x"2 5 (st + st - tsink) = 0 st - Stsint
VL= |0 tost -Stsmt +Stsmt = (Dws€ = HL _H




3117 I ett foretag som tillverkar appar ar man
oroad over att dagsforsdljningen av en av
deras populdraste appar varit konstant i nagra
manader. Darfér genomfoér man en annons-
kampanj som resulterar i att dagsforsalj-
ningen okar. Efter annonskampanjen dr and-
ringstakten i dagsforsdljningen, enligt en for-
enklad modell, proportionell mot roten ur
dagsforsdljningen vid varje tidpunkt.

Ange en differentialekvation som beskriver
andringstakten i dagsforsaljningen

a) fore annonskampanjen

b) efter annonskampanjen
(Provbanksprov Ma5 vt 2014)

511, a) e

)y =Ry

3118 [ bilden hdr nedanfor har vi anvant GeoGebra
for att 10sa differentialekvationen
y'=-2xy+e~.

. f(x) = Losooe(y' = -2xy+e™)
- f(x) :=cye ':—{-x e~

a) Verifiera att y = e + xe ™ iren 16sning
till differentialekvationen.

b) Verifiera att funktionen y = Ce™ + xe™’
l6ser differentialekvationen for alla varden
pa konstanten C.

T X
218 yw+xe1 ST

- X -
Vi = y"-~2>:e re -7xe¢e

- ya 1T 1

- L 1 - -X - 7 ~-X
Hi=-2x (& +x€ ) +¢ =-Ixe +€ -1xve -\ 4

1 1 7

_ - 4 -X
) wl=y's-axce+é" - axe
1

-X ~xT -t 'Xi ’Xi ‘L~X1
Hiz -2x(Ce+xe” J+e" =-1xle + € -2xe = Vi g




3119 Bade y; = C,e!, y, = C,e" ar losningar till diffe-
rentialekvationen y” - 4y’ + 3y = 0. Visa att
aven y =y, + y, léser ekvationen.

t 7t
9. Y=l + e

| t it
y=¢6e +30¢

1 E 3t
y'= (e tice

st 3t 3¢
VL = L,ef{- 1(,¢ -4(&,&64- 3(,€ }“'K(L‘e.éi-(ze )zo0=4L

#

3120 Visa att y = (Ax + B)e*, ddr A och B ar reella
konstanter, dr en losning till differential-
ekvationen y” - 2y’ + y = 0.

(Provbanksprov Ma5 vt 2015)

2|20, Y= A%a"r Bex
y’= A+ AxE +Be

)’" = Ae’(‘(—A&"‘fAXéX-(' Be* s 2Ae + Axe ¢ B

VL= ZAE + Axe’ B - 2(Ae cAxe  Be™) +Axe + = 0= )

7




EFFEN Ge forslag pa tal A och bsd att y = Ae?™ dren
16sning till differentialekvationen y” - 4y = 0.

2121 y:Aew
, 2%
y' = Abe
Lx
y'= AbTe
L Lx
Abte _4Ae =0

exempelvis Azt och b=g

3122 Visa att differentialekvationen y” + A%y =0
har lI6sningen y = sin Ax + cos Ax oberoende
av vardet pa konstanten A.

312, Y= SWAXT cos AX
)/‘: Acos AKX - ASIUAX
y"'z - AlsivAx - AT ps A

VL= ~ASinAX -Aros AX + AL (siuAX + cos Ax) z 0 4




3123 En vikt som dr upphdngd i en fjader svanger
kring jamviktsldget.

o 5 S

m’y’ tky = ©

Om man bortser fran att rorelsen dimpas med

tiden, sa kan man beskriva svangningen
. . . d* i
med differentialekvationen d—tg = —ky dary ar

viktens position i forhallande till jamviktslaget
och k dr en konstant. Bestim ® sa att y = A sin
ot blir en 16sning till differentialekvationen.

1127 y= Asmwit
y"-' Awcoswt

v AWMt

~Aw St = -k Asmwt  =>

w:i\/—k'




EFFX] En termos innehaller varmt te och star i rums-
temperatur. Enligt Newtons avsvalningslag
avtar teets temperatur med en hastighet som ar
proportionell mot skillnaden mellan teets och
rummets temperatur. Stdll upp en differential-
ekvation som beskriver teets temperatur och
ange lampliga villkor for ndr ekvationen gdller.

3124, T'= -K(T-7,) | k»o

3130 Los foljande differentialekvationer.

, 5 1
a) y =;day(2)=§
d’y _

b) ax®

3x da y(1) :g och y(1)=5




3131 Pa Mars har en sten som far falla fritt accele-
rationen 3,69 m/s?. Det ger differentialekva-
tionen s”(t) = 3,69.

a) Los differentialekvationen med begynnelse-
villkoren s(0) = 2 och v(0) = 4.

b) Berdakna s(5) — s(1) och tolka ditt svar.

3131,
A) St =349
5’(&):}:’2/& £¢ = 369E ¢,
s &) :Js’d% tC, = 1,845 t"+ CtE+ e,

Vo)=S(o) =4 => ¢, =4

S(e) =2 => (,712

SA)= |.§4St +4t+7

b) S(5)-5(1) = 89S SHY5 - 1,845-Y 26025 ws

tn fr it Muh stew med m‘j;mﬂwu’b’zhdw 4 ms

f%ﬂtr 0.2 m  mellau ffll och "{51,




3132 Bestam den allmdnna l6sningen till

v - gin L dy _ 1
a)x—sm2 b)dt_z\/?

%)41, /L) x detul '-~'Zéos,§+c,

= JX'OHH(:Z z 'QJI;M;EA- (t+c,

f

f
AL
\o) y:it"’

zJ)/'OI‘k ¢ = ’lii‘('c = ‘/Z-t'c,

3133 Figuren visar grafen till 1\ ¥
en differentialekvation,
y' = flx). \ /
a) Vilken differential-
ekvation visar grafen? ll

1
b) Bestam den allmadnna
16sningen till diffe-

rentialekvationen.

123
zz,&/ VIRPES

y(o).é' = Qa-4:=4 => 4=/
= (><~3)1~‘( s X -bx+G

| (22t
b) \/:ch{x-l'C'z—};x-?X-l'éx%(,




3140 Beskriv med ord lutningen i varje punkt hos
en losningskurva y = y(x) till differential-
ekvationen y’= 2y - 3x.

2140 Lui’MWjLM i varge prslt (x4 ges av
uhtvycket y’z 2y - 3%

/

3141 En l6sningskurva y = y(x) har lutningen 2 i
punkten (3, 1). Vilken av féljande differential-
ekvationer kan kurvan vara en 16sning till?
Motivera ditt svar.

Ay+y=x
By=y-x*
Cy+y=>5x

3142 Differentialekvationen y’+ 0,04y = 0,8 beskri-
ver en enkel modell for hur temperaturen y °C
hos en varm kopp te avtar i rumstemperatur.
Bestam vdrdet av iy’ ndr y = 60 och tolka ditt
svar.

347 y’- 0.8-0,04.6p =~ 1,6

Vid tempeiaturen boC £juulees tusvperzbures
med W:ﬁimw [t °C per Hdrenle € .




3143 Para ihop varje R T AR
. . o os /S /S~ =4+~~~ \ \
riktningsfalt med ratt 0 P P I AR
differentialekvation. i1 TR

! 7
Ay’zzxy \\\\\ -—l"//
d N NN~ —— o~
l ~ -
B—‘{:X+2y NN ~ /S 7/
ax 2 At
C y'=-0,lx R S
y=-0lxy IR S AN A
Y Y\ /A
1 N
1 7
11744V
R
R
3/ IAL T
////4{/(1'lf
A I
\N—AAF / / | A
A K L I\
L ) - L !,I
Yy vy L —
4 \ A\ —
| TR

43, A
B:y'(-2,0): ~2422:2 = Figur 3

AN Y

Y'('Z,'l)’l'(-l/' 2 =-§ =7 Figu 1

C: ),’(,1’7,):-0,[/(-1)/7, so 4 = ﬁ’jufi

EFYT1 Konstruera en uppgift som handlar om att i
en given punkt bestimma lutningen av en
l6sningskurva till en differentialekvation av
forsta ordningen. Lutningen ska vara -1 och
differentialekvationen ska innehalla bade
x-term och konstantterm.

WYY Vilken u;mmj har en L‘ésmj;mm Gl
y‘zzwtt { pumleben x=| *




3145 En patient tillfors glukos i blodet via ett dropp.
Patientens kropp tar upp glukosen med en
hastighet som beror av mdangden glukos som
finns i blodet. Om g(f) gram ar mangden glukos
i blodet vid tidpunkten ¢ timmar, kan situatio-
nen beskrivas med differentialekvationen

g =-0,35g+ 12
a) Bestam g’ ndr g = 20 och tolka ditt svar.

b) Bestam for vilka varden pa gsom g’ < 0.
Tolka vad ditt svar betyder i det hdr sam-
manhanget.

¢) Bestam Eim g().

2145,
a) ﬁ'= -035 204172 = &

=4

Da m;iuﬁdm jlulux }Lr Zoi fi ohay
jk&kt’! mz;%idtm med 5 4 per bumure

&,} -o;;j+/2<o —>j77l(’1

1)4 m;mﬁ&tm ﬂLﬂVo.S blr Shfl’a am 34, 7:’1
SA wInSkar ﬁmkosm%dm { blodgt .

() &Luko.s’mzmidtm [commer aM stabilicorn
:fj vid m;ujalm ’SQJj => W j(’d’?‘//Zj
£-20¢

Alt. j’/«oﬁ:ﬁ z

j e 0 ‘L
Mi

@) = = 34.3
Jc-mﬁ i 0/25 j



a) Skissa losningskurvan till differential-
3146 [ grafen visas ett riktningsfalt till ekvationen om y(0) = 6.

. . : d . ‘
differentialekvationen d—l{ = - (1 - %)(1 - 2%) b) Losningskurvan da begynnelsevillkoret dar

Ax \ | | Y(0) = 5 och lésningskurvan da begynnelse-
251 ' ' ‘ ' villkoret ar y(0) = 5,01 kommer att se olika
‘ ut. Beskriv hur dessa tva kurvor kommer
att se ut och forklara kurvornas utseende
utifran differentialekvationen

AR (B

dt 5 20/

(Provbanksprov Ma5 vt 2016)

20+
154

10+

5

WV X

et => dvior (1-8Y(1-EY: - (-1). 14 .
ik, ) yer=e = $o- (D7) -(-%) 2 =014
by yey:5 => :[ﬁc:.o (Worisendel kuia)

t

)/(5/a|) : 6 = )@@ @)=+ (V;XM‘{L IG%VVA)

3209 Los differentialekvationen y’+ ky = 0 med
begynnelsevillkoren y(0) =5 och
y'(0) = 0,5.

-kt
3101, >/¢ Ae

-K
y‘: -AKke i

YLO,:; => A:g
vV ©0)205 = -5k=p5 => k=-21

-0/ +
y: 5 e




3210 Bestam den funktion som uppfyller villkoren
3 - f(x) = fix) och flO) = 5.

2110, B3y = | => y'=

3211 Antalet invanare i en stad minskar med for-
andringshastigheten 2 % per ar.

a) Stdll upp en differentialekvation som
beskriver minskningstakten N(t).

b) Hur manga bor i staden i slutet av ar 2033

om det bodde 47 000 personer dar i slutet
av ar 2023?

3u1. a4 Niy=-002 Nty

-0.01¢
by N) =41 0vv € T

Nio) = 43rm-€ = 38007

P ——————




3212 Lufttrycket y kPa avtar med hojden x km 6ver
havet. Forandringshastigheten av lufttrycket
med avseende pa héjden dr proportionell mot
det aktuella lufttrycket pa samma hojd.

a) Stdll upp och 16s den differentialekvation
som beskriver lufttryckets forandring.

b) Bestam proportionalitetskonstanten om
lufttrycket ar halften sa stort pa hojden
5,5 km som det dr vid havsytan.

121, 4 y':-kz >0

=0,/26




3213 Bestam den 16sning till y’ = ky for vilken
a) y(1)=4 och y(1)=8
b) y(1) =2 och y(2) =3

KX
7115, 4y Y=A¢€

k
)/"-Ake/x
K
)/0,7[1 => Ae, =
7/’(1):{ = = AKCK"X
IK =
Ix-1
Y= 4e




3214 11,0 gram kol i levande materia finns i genom- ¢) 1,0 gram kol fran ett gammalt ben innehaller

snitt 6,5 - 10'° atomer av den radioaktiva 1,8 - 10'° atomer kol-14. Uppskatta benets
isotopen kol-14. Nér en organism dor tillfors alder.

inga fler kol-14-atomer. Mangden kol-14- d) Anta att antalet atomer i ¢) ar mitt med fel-
atomer minskar da med en hastighet som marginalen B10 %. Mellan vilka varden
antas vara proportionell mot antalet atomer kan benets alder ligga?

som finns kvar.

a) Stdll upp en differentialekvation som
beskriver sénderfallet.

b) Bestam differentialekvationens allmanna
16sning, da halveringstiden for kol-14 ar
5700 ar.

2214 g‘/ )/':~L<2: k>0

~kx
'a) Y = Ae

770K

u
e 3
1 = K =

1 -5307
~0.000/26 K

Zer

o 0.0/ lEx [0
c) 6.5 o € = [.§ /o

e 2 o
X = N ~ [10VY ar
~-p. o001l

z PD.oo0l 216

J) {afé% -

[o 0D ¢ x< || 6VD ‘




3215 Kokhett vatten i en viss termos svalnar med
en hastighet som ar proportionell mot vattnets
aktuella temperatur. Vilken temperatur har
vattnet efter 8 h om vattnet efter 4 h har tempe-
raturen 60 °C?

2115, T=-KkT

-kt
T-Ae

-kt

TE)= |ove => T =[oPe

T@)= 65c =>  love

T(t)‘: |oD

T = [sv

3216 1 en sdlpopulation finns 120 individer. Popula-

. o . as . ..
tionens forandringshastighet — ar differensen

dt
av antalet fodslar F och antalet dodsfall D.
das
E =F-D

Anta att bade antalet fodslar och antalet dods-
fall ar proportionella mot antalet individer i
populationen och att det varje ar fods 5 pro-
centenheter farre sdlar dn det dor. Efter hur lang
tid kommer sdlpopulationen att ha halverats?

290, s'z= -0 05

4

01219 ¢
€

012315
&

S

~0,05 ¢

S=11oe

00it
e ==
T

“ebo => KK

- 26C

6o
W

= 0,/73%




3217 Utseendet hos 16sningskurvorna till differen-
tialekvationen y’+ ay = 0 beror av eventuella
begynnelsevillkor och vdrdet av konstanten a.

a) Beskriv utseendet hos 16sningskurvorna
ndr y(0) >0 och a > 0.

b) Beskriv utseendet hos 16sningskurvorna
ndr y(0) >0 och a< 0.

¢) Formulera en hypotes om hur 16snings-
kurvorna kommer att se ut om y(0) < 0.
Undersok sedan om din hypotes kan vara
korrekt genom att 16sa differentialekvatio-
nen for nagra specialfall.

(kS

4) fXEoM’/uﬁé’/Wc Avﬁﬁanu wmed Eos’i(fi vE JW{{,«Z{(&L

a
by — - VAXA UL — ) —

) Sfﬂﬂl:”ﬁ AV ovanstnende

3218 Den sa kallade Kermack-McKendrick model- dar S(t) ar det antal som dr mottagliga for

len beskriver antalet infekterade manniskor sjukdomen (susceptible), I(f) ir det antal som

vid spridningen av en smittsam sjukdom i en ir infekterade och kan fora sjukdomen vidare

begransad population. Modellen bestims av (infected), R(f) &r de tillfrisknade eller avlidna

differentialekvationerna (removed) medan a och r ir konstanter.

as _ a) Tolka differentialekvationerna (1), (2) och
= —rSI (1)

dt (3) med ord.

% = rSI - al (2) b) Forklara vad summan S + I + R motsvarar.

dR

7{ =al (3)

Uf

a) (Y Mins ks ujen av S Af propos Bomelf mot 5T
(1) gkuévje,/m w T ar proporbonel wot ST ocl T
(%) glm&wﬁien av R ar frvro/b{omtl wot T

b) StI+ R motsmiar hea populatonem




3225 Hastigheten v m/s hos en sten, som kastas
rakt nedat fran ett torn, beskrivs av differential-
ekvationen v’ + 0,5v = 9,82 och v(0) = 3 m/s.
Bestdam stenens hastighet efter 1,0 s.

27225, v'+0,5v 4,82

-05t
\/hz Ae
Ansals: Voz A ,vr,’zo =
7 4982 => v - |4.6%

-p5¢
VA€ + (964

ve)=3 =D A+|9.64 =3 = A=-(t6Y

-05t
V)= -lbbhe +(9.64

-05
V(le)= ~lbee +i19ey + 95 m/s

B v 3.1-55. () N ox= x= f’ f '—

. f() := SolveODE(y' + 05y = 9.82, (0, 3)) .
O | —416 ., 491
R | 3 — X
(x) 25 ¢ T g
2 f(1)
. 9.5473
2

3226 Elisabeth och Atle har fatt i uppgift att hitta en 4
partikuldrlésning till differentialekvationen ; z/l b , E ‘/; .‘/( bgtl/‘ l44 y m H’ )

y+1ly=11x>+3

Atle sager att han helst vill ansitta y, = ax? + b, D& / ; ‘/g y ; u:/]’ j e y n

eftersom den ansatsen liknar hogerledet i
ekvationen. Elisabeth pastar att Atles ansats

inteﬂleder ti_ll énzskat resultat och vill i stdllet gyg,t% V%«d!’tﬂ/m J(’ st
ansdtta y, = ax*+ bx + c.
0 o
i1 4 fa Hagov
mvb’mr;j et [ Atles susals

Vem har ratt? Motivera ditt svar.




3227 Bestam den 16sning till y’ - 2y = 6x*> - 5
som uppfyller villkoret y(0) = 1.

1719, Y-1y* bx'- 5
-2¢
Yh“‘ A&

Auffd’fz 7(2 &17414'177( ¢ =2 y?’: Zax+ b

Iax+b- 2(axT+bx4c) = 6x-4 =

~14=6 => A~"3
'Zﬂ-Zl{"‘:o — 19:";’

b-ic:'f';’c-’3_:,;z[

~-1¢
y = AE-2¢ 3% 4]
Ve)=1 =2 A+l => A=0

y = ~IxT-Ix 4|

- B v 3.1.55 (()) N ox= x= f’ f t

1 f(x) ;== SolveODE(y' ~ 2y = 6x* — 5, (0, 1))
@ f(x) ;= —3x*—3x+1

2




3228 Maja har graddat en sockerkaka. Temperatu- a) Bestam k om kakans temperatur dar 150 °C

ren i ugnen var 200 °C och temperaturen i efter 5 minuter.

rummet dr 21 °C. Nar Maja tar ut kakan ur b) Efter hur lang tid

ugnen berdknas den svalna enligt Newtons ir kakans tempe- 2
avsvalningslag ratur 50 °C? _.'f."'

dT e
E = KT - To) \iﬁh—.———’ >

dar T °C ar kakans temperatur efter t min och
T, °C ar temperaturen i rummet.

1278, ) T’=k(1’~11)

-ak = -1K = g=11

TE)z19v => A+U =290 = Az %
5K ‘/u /50 -2
T()=150 = 1HMe +1 =150 => k= " T9q  ~00658

-0,0655 ’
b) 174 e +1l =5p

50~-1\

-0.065¢
B v 31.55. (()) N x= x= ' f ¢

1 f(x,k) := SolveODE(y' = k (y — 21}, (0, 200)) =
f(x,k) := 179 &~ + 21
2 Solve(f(5, k) = 150, k)
- {k = —0.0655}

3 Solve(f(t, —0.0655) = 50, t)
- {t=27.7876}



3229 Bestam en partikularlosning till differential-
ekvationen

dy :
—= 4+ 7y=SInt+ Ccost
at 'Y

22119 . >/|+?y‘sz'wf + st

Awigfs . y,z Asiut + Bost

)f,,/ = Acost -Bat

Acost-Eswit +?(A{WL'+B’4M%) # i;wé*w!f
%?A'B = |
&
A +3E = |
[;I“A'E =
“lgat4d8-F 42

2 s 75
D=6 =~ g AL e—
dé k 25/ + 13
)f =28 spb+ 2 tost = 016 Sut +0.11 cost
13S e 2 B B s s e
o AT A P
1 f(x) : = solveode(y’ + 7y = sin(x) + cos(x)) X=

@ f(x) := 0.12 cos(x) + 0.16 sin(x) +c; e ™

2 |




3230 Kan det finnas nagot tal k, sa att
y=x*+ 1+ Ce™ satisfierar differentialekva-
tionen y’ + ky = x*>? Motivera ditt svar.

- X

32%0.  y,=Ce = k=
yp = X
y;,ZX

Konbvolt 0w yr’+y=><2' ;

VL= ox+x 41 #X =2 Me/, det fiuns g |

3231 Visa att summan av ldsningen till den homo-
gena ekvationen och partikularlésningen,
dvs. y =y, + y,, ar en 16sning till differential-
ekvationen y’ + ay = f(x).

f /
S Y Yty Y Yt
VL = y[ﬁy;, Ay, ty,) - Y, *AY, + y;,my,,

’D;i’ Yh lm{ fv(mm A€ =7 y,/ﬁ-AéLe:m‘

f
=D 7/h—l'/(yh = O =

VL = 04—7/’,')%7/[, = {0 #



3235 Los differentialekvationen

dy x3 : _
ix "y med begynnelsevillkoret y(0) = 4

b) ¢/ -y’ — 3x = 0 med begynnelsevillkoret

a)

y(0) =2
C) % = sin t-é med begynnelsevillkoret

y(0) =1

3226,
1
A Y’:."_ =D y’y:g => Jy's/&xzjx dx
1 4 x"
Y - _73,+c/ =2 W= —tcC

b &Xy"% zo & ayy':ix
J&'y'dx = [axdy
Y2t o 2%
e ~3_;ff(, = y= l/u( -_;{—c)

7
o) 7 ‘;5 z 1. = z ?Z-‘
y@e) 2 W ¢ >>/Lu(z+6}

L) 7'751:‘4{:";/' = y‘y :5114{ = f}”y&f/:.(‘(ﬂd’df

%7'.,. —coft+( => y:\/c-zmt
7

7/[0];1 =5 \/C—’L = | => Y:\//;-zw,rt



- B v 31.55 (() "\ ox= x= f’ f t

f(x) = SolveODE(y’ _ ’y (0, 4))
3 \

(f(x) =y, f(x) = 0.7071 /x* +32)
o g(x) := SolveODE(¢’ y' —3x = 0, (0, 2))

O ~ g(x) := In(1.5 x*> + 7.3891)

, sin(x) '
h = Sol DE = . (0.1
3 (x) := SolveO (y vt (0 ))

~ h(x) := /-2 cos(x) + 3

3236 Bestam den allmdnna I6sningen till differen-

tialekvationen y’% =0.

8- Jgdx =jadx

I/M)/,C’ = y;e —_—> y:

EFE}{ For att en differentialekvation ska vara sepa-
rabel maste den kunna skrivas i formen

g(y) -y’ = flx). Ge ett exempel pa en separabel

differentialekvation och ett exempel pa en
differentialekvation som inte dr separabel.

221% Scmml?alf y’- =0

ad
4

e!’ separabgl’ \/’~y s X"




3238 I tidigare avsnitt har vi 16st differentialekva-
tioner i formen y’ = f(x). Sixten pastar att alla
sadana differentialekvationer dar separabla.
Har han rdtt eller fel? Motivera ditt svar.

2728 . I, hau War vakt

y=fo =5 400y = {60, 4001

2

3239 Los differentialekvationen % = % med

begynnelsevillkoret r(1) = 2.

3229, dy ‘J J0




3240 Vilken eller vilka av differentialekvationerna
A-D dr separabla?

dy _ dy _
A =fW)s) B =) +8Xx)
ax g\ _ dr _ flr)

7140 A D

)

3241 Om man placerar en varm kropp i en kallare a) Teckna en differentialekvation som beskri-
omgivning med temperaturen Ty, Sd kan den ver Newtons avsvalningslag.
varma kroppens temperatur som funktion av b) Utga fran att Topg = 20 °C och T(0) = 90 °C
tiden bestdmmas med hjdlp av Newtons och 16s differentialekvationen med metoden
avsvalningslag. Enligt Newtons avsvalningslag att separera variablerna.
dr temperaturens forandringshastighet propor- c) Finns det nagot annat sitt att 16sa differen-

tionell mot temperaturdifferensen T — Tpg. tialekvationen? Motivera ditt svar.

B9 ) T'=K(T-F,,) , k<o

by T = kst
P |
71 Kk & '_ﬂgjwe
et AT

m AT = kt + ¢
kt+ ¢

4§T:fr~7}%7 = &

KE+C

T ¢ + 10

To=90 =>  e+20290 => (= |u 0

Ikt F0 Kkt
e +29 = F0& + 290

0

]

) Som T'-KT = -KT,

"




3242 Betrakta differentialekvationen & =y’ + 1.
a) Skriv differentialekvationen i formen
g8y -y’ = flo).
b) Bestim den allmdnna l6sningen till diffe-
rentialekvationen.

1
Ledning: D(arctan x) =
& D ) x2+1

¢) Bestam den 16sning som uppfyller begyn-
nelsevillkoret y(0) = 1.

7241,
4)

f
1

Y'zst &

y = tau (st +c)

é} )/(0);1 => »l’M(O+L) = [ _>

tzﬂfml:g»l' kw
y = s (Sl;Mf"’f‘l'kTi') , keZ
R N 2 I O I A R A

0 = > jwt+?
Kzo => yhvw(!m%*‘t)

B ~ v BNy x=x= f [ &

f(x, ky) = SolveODE( Y _ v+ 1, (0, 1)) =
cos(x)
O /1 \
- f(x,ky) := — tan( 2 (—4 sin(x)+4k; ™ — fr))
f(x, 0)

— tan(: (4 sin(x) + n))




3243 Bestam den losningskurva till differential-

z—zzxy—y—ZXhZ

som skdr y-axeln vid y = 4.

ekvationen

2243, Y= y(x-1) m2(x=1) = (y-2)(x-1)

——Z’— - X~/ < J.l'-d%;'.’(x’])dx
y'Z >/~’L

Lm(y-l)z ’f;'.x +C

1
XX+

yix)= 2+€"

0+¢
Y@ =4 => 21 =4 = (¢zlul

XX

y () - 2+2¢

E] = v ) N o x=x= f [ &

1 f(x) : = solveode(y’ = x-y —y —2x+ 2,(0,4)) X=

- f(x) := 2 2 (=2} 4 2



3248 | ett radioaktivt preparat sonderfaller kirnorna
med en hastighet som ar proportionell mot
den aktuella mangden radioaktiva kdrnor.
Proportionalitetskonstanten kallas for sonder-
fallskonstanten och brukar betecknas A.
Sonderfallskonstanten dr en positiv konstant
som har olika varden for olika damnen.

a) Teckna en differentialekvation som beskri-
ver situationen hdr ovanfor. Anvand A som
beteckning for den positiva sénderfalls-
konstanten.

7245,

4) N AN | Aso

b) Efter en halveringstid aterstar halften av
de radioaktiva karnorna i preparatet. For kol-
14 ar halveringstiden ca 5 730 ar. Bestam
sonderfallskonstanten for kol-14.

¢) Visa att sonderfallskonstanten generellt kan

skrivas A = 17{1—2, dar T, /, ar halveringstiden

1/2
for det radioaktiva preparatet.

\

\\




3249 Tink dig att man sldpper ut 40 sorkar pa en 0
dadr det fran borjan inte finns nagra sorkar.
Beteckna antalet sorkar efter t manader med
N(t).

a) Anta att sorkpopulationens tillvaxthastighet
ar proportionell mot det aktuella antalet
sorkar med proportionalitetskonstanten
0,025. Ange den differentialekvation,
inklusive lampligt begynnelsevillkor, som
beskriver sorkpopulationen.

b) Hur manga sorkar finns det pa 6n enligt
denna modell efter 3 ar?

¢) Kan modellen vara en rimlig beskrivning
av sorkpopulationens storlek under en
langre tidsperiod? Motivera ditt svar.

22419,
pt} /~//: 0,025 N

Till f6ljd av begrdansad tillgang till féda och
utrymme kan en populations storlek inte bli
hur stor som helst. En modell som tar hansyn
till det ar den logistiska tillvaixtmodellen

dN
dt
populationen narmar sig 6ver tid, den sa kallade
barkraften.

= kN(M - N), dar M ar det varde som

d) Ange den differentialekvation som beskriver
sorkpopulationens tillvaxt om maximalt

700 sorkar kan livndra sig pa 6n. Anvdnd
0,025
700 °
e) Anvand ett digitalt verktyg och bestam hur
manga sorkar det finns pa 6n nar tillvaxt-

hastigheten dr som storst.

proportionalitetskonstanten k =

N@) =40

002536
b) N=4oe ~

95 st

= 4
¢) Forr elesr semare bor kupwan fld/ud ut

[ 001§
d £ |-
AREF. & B~

N (Fov -~)

/

&) N mialley dg N05H,,. =350 st

AL OO LN =

Function = R SolveODE(y' = 0%%35 y (700 — y). (0, 40)) =Ix
, n .y O
f(x) = SolveODE(y" = %05 700 y), (0. ﬁ;,) L f(x) = 1200
700 33 ew* 42
O
- 1400 g(x) :=f'(x)
33 E*"ix + 2 2 o 0.025%
® _ g(x) := 1155. — —
g0 = Fi(x) : 132 ¢ 0025« 4 1089 (e 0-025¢) 4 4
50025 3 f(112)
= 115 132 e-0.025¢ 1 1089 (e-0.025¢)% 4 4 ~ 349.4119
4
Point
A = Extremum(g. —363.9305, 1592.7824)
O
= (112.1344, 4.375)
+

700
600

500
400

300

200

-1000 0



3250 Vid en fabrik tillverkas jast i en tank, och
omstdndigheterna dr sadana att mangden jdst
har en tillvaxthastighet som dr proportionell
mot jastens massa y kg, med proportionalitets-

¢) Vid produktionen tar man ut ett konstant
flode av jastmassan. Teckna en differential-
ekvation som beskriver jastmassans for-
andring ndr man tar ut a kg jast per minut
ur tanken.

konstanten 0,003 min~!. Nar processen startar

finns 200 kg jast i tanken. d) Hur mycket jdst kan tappas ut per minut

om jdstmassan i tanken hela tiden skall

a) Teckna en differentialekvation som beskri-
vara 200 kg?

ver jastens tillvaxthastighet. (Np MaE ht 1997)

b) Hur mycket jast bor det enligt modellen
finnas i tanken efter fem timmar?

y's 0.003Y  y(o)= 20D

0.003¢
b) 7(t) = 20D €

2150 /c}

0,003 20

y(5¢40) = ToveE +t 490 lci

Iﬂ o
C) 7/ z 0,003’7/ A

‘) s/'- 0.007y = -4
0003 ¢

Y,z A€

V=4 Y7
~04707¢1~ﬂ => 4_=

QA
0,003

A4
VE):zm > A+ L 20D s Azzov- —

ozt 4

8 )é’/ 4
O, 003 0.Y0 %

A - 20y =2 A= O,L l«‘j
0.003

y= (2




3251 Enligt Newtons avsvalningslag dr avsval-
ningshastigheten for en vatska proportionell
mot temperaturskillnaden mellan vatskan
och omgivningen. Kaffe som hdlls upp i en
kopp har fran bérjan temperaturen 80 °C. Fem
minuter senare har temperaturen sjunkit till
66 °C. Vilken temperatur har kaffet efter 20
minuter om vi antar att kaffet ar placerat i ett
rum med temperaturen 20 °C?

151 Tz-k(T-) , T@=5° , k>o

-kt
T‘/‘ = A¢

/
Tf"'av /7’, =0
~-ka+ Zokz0 => A*2Z¢c

-kt
T=z=Ae 4 20

Te):§0 => A«20=§p => A760D

-5k
TE)=66 = (o0& 420246 = ki 60 .53/ /0
-0.0531 €
Tky)= e0€ + 20

-0.0531 10 "
T[’Lﬂ)zéoe/ 70 =~ 41 °¢c

— [3 v B NN x= x= [ &

1 f(x k) := SolveODE(y’ = k (y — 20}, (0, 80)) &
® f(x,k) := 60 & 4 20
2 Solve(f(5, k) = 66, k)

. {k = —0.0531}
3 f(20.0.0531)

~ 40.7458




3252 1 en elektrisk krets urladdas en kondensator
genom en resistor. Laddningen férandras
enligt differentialekvationen

ddr g ar kondensatorns laddning i coulomb
vid tiden t sekunder och C dess kapacitans
i farad. R ohm dr resistorns resistans.

a) Los differentialekvationen med begynnelse-
villkoret g(0) = Q.

b) Hur lang tid tar det innan laddningen sjunkit
till halftenom R = 10 kQ och C =0,5 nF?

3261, i’lf —_—.q:0

1, ;
t-Jo-lv 05 [o 7'M2 n 34 ﬁg




a) Ange ett begynnelsevillkor som ger den

3253 En population kaniner har observerats under . L
inritade l6sningskurvan.

en langre tid. Populationens utveckling

beskrivs av differentialekvationen b) Anvand differentialekvationen,
y’ = 0,008y(800 - y), dar y ar antalet kaniner y’=0,008y(800 - y), for att bestimma hur
X ar efter observationens bérjan. stor populationen dr da tillvaxthastigheten ar
Nedan ser du riktningsfiltet till differential- som storst.
ekvationen och en l6sningskurva. ¢) I diagrammet syns det att populationens stor-
lek stabiliseras med tiden. Forklara detta med
AYNAVVAVN LMYV VIV LV . . .
AARNNNDRRARNNANRRR hjalp av differentialekvationen.
AN AT A A d) Skissa losningskurvan om det i stillet fanns
7 VARY/ A7 Auw Suw Sav (R A RV ALV SRV AN ANy S . o - .
/ V) RV N IVAVAVE A . 300 kaniner fran bOf]an.
’ R I B Y AT R I BB (Provbanksprov Ma5 vt 2014)
7 77V T T 7
v VAVIRVER 2 5 I AVRVER N B i
O S B O S S
L N
T 7
01

2153, &) Y()=1D

b) y'e b4y -0.m8yt
y": é,‘/ - ﬂ/O/(o')/

f s bY LoD
y - Y ow

() PA z-M'rV => Z'—7o peh

y stabiliseras |

/\y\\\\\\\\\\\\\\\\
TN NNTITNINONNYNS NINNNYN
) R —” = -l -l-- L 4 4 4
xr /2 7 7 PR/ 4 S S R A RV N ARV A B Y v
Y 777727/ 7 77T T 7
SV VAV AN Y VAR A Y R AN AW ARV R
SENVANY /AR N I AV RV Y Y
/ VRV Y VANV B
VY 4 A ARV SNV S S S (S SR N AV A e S
- AJL LI\ L VL U ¥ R A LLVLVSL S Y X AL
L7 7 7\ 7 7 7 75 £ 7S 77\ 7S Y s S S
10011+ 11—ttt Ittt Ix
| N
T 7
0,1



3254 Roger haller upp kaffe fran sin termos. Enligt
Newtons avsvalningslag kommer kaffets tem-
peratur T°C att minska med en hastighet som

I : dT . . .. :
ar proportionell mot temperaturskillnaden forandringshastighet —— vid tiden t minuter.

- . dt
mellan kaffef Od? omgivingen. On}gwmnge?s Bestam konstanterna i differentialekvationen
temperatur dr K °C. Diagrammet hdr nedanfor

visar hur kaffet svalnar. med hjalp av diagrammet.

Teckna en differentialekvation med begyn-
nelsevillkor som beskriver temperaturens

CA
got T

60+
40+

201

t
—t >
10 20 30 40 50 60 mi

3764 | 7:4[7««) Tz b 4> 0

THqT = 4K
gt
T-Ae’

’ - / -~ —
Ansaty 71,—% , 7’7-0 =5

f{d%i,k =) A=K
1 -41
T=T+7,2 A" 1K
T(o):go = A*K""?O => Az $o-K

-0
T(@o)= 4o => Cgt”l‘)e/ +IK = 4o

ha 40-29 1
R I T 7= W3 W3 oy

-

O
T=p0oe + 20




3255 Kalle dr inblandad i en arbetsplatsolycka dar
han rakar inandas skadliga angor fran ett
kemiskt preparat. Det drojer ganska ldnge
innan Kalle uppsoker ett sjukhus och inte
forran 20 timmar efter olyckan tas ett blod-
prov. Analysen visar att blodet innehaller
0,00372 mg/ml av det gift som han inandats.
Efter ytterligare 8 timmar tas ett nytt blod-
prov och da har koncentrationen gift i blodet
sjunkit till 0,00219 mg/ml.

1766 )/’:'-Ky ’

-kt
y=Ae

Y 20)=0.003%32 =>

y (28)=0.00UF => =

A =
A€ z

Lat oss anta att forandringshastigheten for
giftkoncentrationen dr proportionell mot kon-
centrationen och lat y mg/ml vara koncentra-
tionen av gift i blodet t timmar efter det forsta
blodprovet.

Lakaren vill ge medicinsk behandling om gift-
koncentrationen vid nagot tillfalle varit storre
dn 0,017 mg/ml. Finns det enligt modellen

nagon risk for att giftkoncentrationen i Kalles

blod varit sa hog?
(Np MaE vt 1999)

Koo

- 20K
0,003 2

~28k
d o vo219

/

y (10)z 000371 => A= 02,0033 e

Ne

|, det woqska vavdet var 0.0/

SK
e = |,6956 => K=006627%

20.0,066123%
z 0,0l

-00b673 €
Y=00/ho €




3261 En losningskurva till y’=,/y — x gar genom
punkten (1, 4). Uppskatta vardet av y(3) med
hjdlp av Eulers stegmetod och steglangden

a) h=1 b) h=0,5

326 Y’[l)"-ﬁ'( : |
g yeIz A+ yuph sasln=s
y'&y=5-12
y()= 5+ y‘(i)’h’ 5+ys-1 = 345 = 24

b)  y(s) =4ty h = het0s = 4,8
y‘a,g): ‘/Z;Tg -1, = 262/%
y&) = 4§ 4 7/‘(’/;)11 t b 5+ 062308 =4,8§/0%

yt(z) = \4.8/0F -2 =0,193%
y(Z,‘/"') = 4, 5lo%} 4'\/1(2),“ b, 5162 ¢0.1957.0,8 - 4903y

y'(z,f) V49034 -2, =018}
yB) = 4903 + V(1.5 b= 49039 -0,2841 05 = 4 74



3262 Differentialekvationen y’ = x(2 - y) har
begynnelsevillkoret y(0) = 0.

a) Bestam y(3) for hand med Eulers steg-
metod. Anvand steglangden 1.

b) Bestam y(3) med hjdlp av en stegmetod pa
ditt digitala verktyg. Anvand steglangden 0,1.

¢) Los differentialekvationen exakt med ditt
digitala verktyg. Bestam sedan y(3) och
jamfor med resultaten i a) och b).

1262, &) y() =0
)/'(o):o'(l/a):o
\/(1)104')/’(0)”50
y'y=1-(2-0)= 12
yay = 0+yU)h=p+il =z
)/‘(z) :2(2-2) =0

W

7(;) = 74 y((‘L}'h 22+0-|

4
O numericallntegrall = SolveODE(x (2 - y), 0, 0, 3, 0.1)
2
A = Point(numericallntegrall) RN
= (3, 1.9778) ® ‘\0
f(x) = SolveODE(x (2 — y). (0, 0)) o
©
= -2e7 42
-4
a = f(3)
= 1.9778




3263 Differentialekvationen y’'— 2x - y = 0 har
tillsammans med begynnelsevillkoret (0, 1)
den exakta l16sningen y = 3¢* - 2x — 2. Los-
ningen kan ocksa uppskattas med hjdlp av en
stegmetod. Undersok med ditt digitala verk-
tyg vilken steglangd man bér anvanda for att
skillnaden mellan de bada metodernas narme-
varde till y(2), ska bli mindre an 0,01 enheter.

216% sfsjtéluid 045 Se wedam

AL DO LN 2

s R AE -

O numericallntegrall = SolveODE(2x + vy, 0, 1, 2, 0.45)

A = Point(numericallntegrall)

= (2, 16.1577293166)

f(x) = SolveODE(2 x + v, (0, 1))

= —-2x4+3e -2

a = f(2)

= 16.1671682968

diff = |y(A) — a
= 0.0094389802

—

18

16

14

12

10

0.5

1.5



3264 Anton tycker om att hoppa fallskdarm. Till-
sammans med skdrmen vdger han 78 kg. Da
skdrmen precis vecklats ut kan Antons fart v
uppskattas till 35 m/s. Luftmotstdndet antas
vara proportionellt mot kvadraten pa farten
med proportionalitetskonstanten 14 kg/m.

a) Vid tiden t sekunder efter det att fallskarmen
vecklats ut dr farten v m/s. Stall upp en
differentialekvation som beskriver farten.

b) Bestim med hjdlp av en stegmetod Antons
fart 1 sekund efter det att skarmen har
vecklats ut.

’ ‘,
226Y ;L) ZFY' my =

( I 1
vV = - -
qu 35

-
ol imﬂfmv’

"

mj~ ky™

V(e) =35

b) v(1) = §.) m/f

S¢e nedan

. o - ' e L=
AP OO LN 2
VK - I =V
O numericallntegrall = SolveODE(9.8 - 0.1795y2, 0, 35, 1, 0.01) :

A = Point(numericallntegrall)

= (1, 8.09985) ®

f(x) = SolveODE(9.8 — 0.1795 y*, (0, 35))

2352980 /359 &% + 2572500 /359 — 19701920
6033713 ™" + 140728 /359 — 6596625

a = f(1)

= 8.09985

40

30

10 A




3309 Bestdm den losning till
5y"-5y"-30y=0
som uppfyller y(0) = -2 och y'(0) = -11.

2909 6¢"-5r-30 z
5(r*-r-¢) =0
5(r+2)(r-3) =0 => 1,

-7X X
V=06e +(,¢ -

v -20et+ 3¢,
Y(ﬂ)‘;”z, =

Yoy =-11 => L2, +3¢, =1

C”f'Cz z -1
&

2, +20,7 - 4

+ -16,453¢,= -]

-~
4

-2

)

V=

3

5¢,= /15 => (-3 (=

-1 7x
vV=¢e ~3¢

g il 0 TN Y / \ ® a=2 -
/ (o) J y . d .l
L rd — pe . \_/ '\._‘, g <~. © \\\ - ‘&’

f(x) := SolveODE(5 y" — 5y' — 30y = 0, (0, —2), (0, —11)) . 50|
:
X 5
O - f(x) = -3 (e )2+l
(e¥)

-

0

=50




3310 Bestiam den I6sning till

2
Ay _ sy

a2 =%

+ 105y

som skar y-axeln for y = 1 och vars tangent
i den punkten har riktningskoefficienten 9.

370, 3y - éy"lw’y = 0

3¢*-6r-105 =0

3(r*-1r-38) =0
(1436 = It = r=-5 1,2 %

~-5€ H
yfv C,e +(,e
t

~<
y’: f5[le, 6-(- :'L(‘ze/

y(O)"l =S f 5, + C‘L z |
f’(")"'q 1"561 "'q'(';,’ ﬂ

g‘ ?C,‘(’}C,L: b

- -5¢, +#3¢,= 9
—_—r |
12¢¢=-1 =7 C,=";,CZ¢%
>/‘.' &e}t,.!.’;f
O 6

f(x) := SolveODE(3 y" = 6y + 105y, (0, 1), (0, 9)) . 50|




3311 Den karakteristiska ekvationen till differential-
ekvationen y” + ay’ + by = 0 kan skrivas i
formen f(r) = 0. Bestam differentialekvatio-
nens allmdnna l6sning med hjdlp av figuren
som visar grafen y = f(r).

Ny

r
N
7

3%/

21X £x
33, h=2,0:5 => y=(e + (¢
3312 Visa att den karakteristiska ekvationen till
differentialekvationen ay” + by’ + cy = 0 kan
skrivas i formen r*> + pr + g = 0.
" b 1 ¢
-\ ¥ - z O
331 . Yt oyr2y
X M X
Ansats : \/ (e +(, e’
V¥
7/ = r‘C,e/ +(,£}e "
I 1, N* 17 1
y-(]gé +,° (e
lmsatk ¢ el honwen
W % ¢ %

X ¥
e ey 2 e 42 e e Led™Se,et =0

(r7+ y‘+—)C + (e (4_)5

Lb, . T b
G Gy F0 =2 f#+=( 4220 420+

C
A "LéL /L’D

[ "
=7 V‘ och (1 AN lvaef ﬁl" Q/(‘V fﬁff*j’o #




3313 For vilket tal k > 0 har differentialekvatio-
nen y” + ky’ - 15y = 0 den allmanna 16s-
ningen y = C,e3*+ C,e >*? Motivera ditt svar.

1917, ke 15 =(r-3) (r+s)

(THlkr - 1Sz (P 2r - 1S => K=2

/

EEFT] Konstruera en differentialekvation med begyn-
nelsevillkor som har I6sningen y = e™>* + €%,

5314 (r+’§')(r—f) z O

(*-3r-4o=0 =>
y'-3y'-4ey =0
Beijmlmviukor:
yE)= I+1 =12

v'e)z-5+8 73

y“~?y"’Lf°7/ ’ y(o)-,l’yl(o):g

/




3315 Losningen till en viss differentialekvation av
andra ordningen ges av
Yy = 3e"* - 3"
dar r; och r; dr rotterna till differentialekvatio-
nens karakteristiska ekvation. Lésningskurvans
utseende kommer att bero pa vardet av rotterna
ry och r,. Para ihop varje graf 1-3 med ratt
alternativ A-C utan att anvanda ett digitalt
hjalpmedel.
Ar,>0o0chr,<0
BO<r<n

Cri<0ochr,>0

\

27216, A-1

o |l=
\ \
S Y

Ny

X
N
7

/\y
X
N
\ 7

Ny
X
N
7




3321 Bestam den losning till

a) y” - 12y’ + 36y = 0 som uppfyller y(0) =5
och y'(0) = 26

b) y” + 7y = 8y’ som uppfyller y(0) = -1
och y'(0) =17

2920 4 r -1y 43b:0
(("[7)1‘.’ (04 = "':L, =
6X
ye(xti,)e
bX

y'=(Grbextic)e

7/[0):; = LL‘;/;
v'@1226 D (465226 =>( =4

X
V=(4-4x)e

by (- fr+? =0
(r-(r-3)=0 =>r=/,r,%

X X
y = Le +(, ¢

[ X ¥
Yy - C,t’/ 47’(.7(&

Yioy=-1 = (4 C, =~

yio):13 D - (43 =17

(,cZ,;y =5 [1:;’ C'/;-L,

1
y: 3¢ -4




3322 Bestam den l6sningskurva till

a’y . o0y _
3W + 905 + 675y =0

som har en extrempunkt i (0, 2).

1277 . 2yt +90r + 635 = O
2(r*+ 30r+7225) =0

-5
y :(Cif + C‘L)e’ ‘

' -15t
y =((,-15¢t-15¢,) e

y()=7 = £, "2
)/'[o)zo =) c'-|;¢7,-.o =D C,zgo

-/54¢
Y = (Bot+2)e

3323 For vilket tal k har differentialekvationen
y”+ ky'+ 121y = 0 den allmdnna lésningen
y = (Cx + D)e"''*? Motivera ditt svar.

2772, Dess Karqhkteristiska ehkvalbion lhas
Jubbelroten yz-11 =5

rE4kr 4120 = (re1)- => k=21




3324 Rorelsen hos en partikel kan vid tiden t beskri-
vas med hjdlp av dess lage s, hastighet v och
acceleration a. Sambandet mellan strackan,
hastigheten och accelerationen ges av differen-
tialekvationen a(t) — 6v(t) + 9s(f) = 0. Bestam
den allmdnna lésningen s(t).

2324, s"-6s'+vqs = 0
("-6r+4 =0
(V-3)20 =>7r23

3t
Sit)= (Gt+e)e

?

EEFI] Konstruera en differentialekvation med
begynnelsevillkor som har 16sningen
y=(2x - 5)e 3

3376, i3 => (ve3)Tmo >
a(r*+6r+9q):=o0
/L(y"fféy‘{-f]y) z O

A V;Jjes' tll 1 => yqféy"fé{y o,

-3x
)/-:('Zx,;)e X:D z’Yﬁﬂ;

y':(Z-LxHF)é;x Xzo D y=[7F

)l"‘fé}/'* ‘iy'-'o , Y(o)=-5 7}/’(o;:lﬂ




3330 For vilka tal k kan den allmdnna 16sningen av
differentialekvationen y” + 7y’ + ky = O skrivas
i formen

a) y = Ce™ + De?™, dir a och b ir reella tal
b) y = e*(A cos dx + B sin dx)

1730 % Fr4+k = 0

a) Toa stela r‘i’zn‘v( =D
49

Piskawinanten (2)-k >0 => K< z

o 11 Y
by Tva waaginari rlter =>
Piskawinanten (2)-k <o => K> ‘1;

3331 En vikt med massan 0,1 kg dr upphdngd i en a) Bestam den allmdnna lésningen till diffe-
fjader med fjaderkonstanten k = 0,9 N/m. rentialekvationen.
Vikten paverkas av kraften F = —ky ndr den b) Bestim losningen som uppfyller begyn-
befinner sig ilaget y i férhallande till jamvikts- nelsevillkoren y(0) = 0 och y(0) = 6.

laget. Laget y anges i enheten centimeter.
Med hjdlp av kraftekvationen (F = m - a) kan
man stdlla upp differentialekvationen

” k _
¥y +uy= 0

15" - :+.li’:i' ]
223%| V*m-o > ¥ -\/ML 2

p’(} >/= C,éo53£+cts£w?t

L) ye)ze = (70
vier=t = 3¢=0 =2 (=1

7’ z 2SSt

R e e e



3332 "Jag vet hur man bestammer den allmdnna
16sningen till en differentialekvation av
typen y” + ay’+ by = 0 ndr den karakteris-
tiska ekvationen har tva reella rotter, en reell
dubbelrot respektive tva icke-reella rotter”,
sager Embla. "Men hur gor jag om den karak-
teristiska ekvationen har en icke-reell dubbel-
rot” Vad svarar du henne?

33272 Det finug Wjet sow hWehker (chke-reell dublbelmt

Om wmj;m(ddw m 1 oll Mtrfl-fa' bara
en el dubbelrt

2
3333 Bestdm den losning till Z{ Z% +10y=0

som uppfyller y(0) = 4 och y’(0) = 19.

2217 (lay+10 =0
F=1%3¢

y = et(é,éos 2+ (, siuit)
y'z et(Q Cos 3t -3¢, s Tt +( siuFt +2( cos5t)

Y[")“’ = Cl7lt
Yerz14 = H+2¢,=14 => (=&

y= @f(‘lée:?& + St 7t )




3341 Bestam den l6sning till
y”+ 4y’ = 8x
som uppfyller villkoren
y(0) = 0,5 och y'(0) = 7.

331, rtthy =0 = (Fo r,5 -

-~
Yh = [,’ + (’,Zﬂ

Awraks: 7/,, s Ax+ bx
>/l7/: ‘24)44'!’
//
ypota .77

1a+ Sax+4b = §x

A= |
2.91+4b=z0 =D L’f"i
-4x

>/: C‘—"C,lg ,’,x’l',%

f ~4X |

Y""Lqu,@ ‘1’2)(",2

/< -

'(o)z}-? “4e -1 :3 => (,* :Z"‘/'i”/”;
Yy 1”27 2, T § '

y()=05 = (- 1836 =p 5 => (21,335

- X
Y= 12336 - [.575¢ *"I'fi




3342 Bestam en partikuldarlosning till differential-
2

ekvationen % + % + 2y =4sint+ 3 cost.

147 . Ausats: Yo = asw bt +bost
YF{: Ma;t ’I?SLMi

'

Vp -ASmt-boost

—Asiut-beost ¥ acost - bsiut + 1asiut +1bcost =4 siu & +3cost

{w-bﬂt

+ La+rb=3

T Zi-3 = a-¥
7

- — - "?-'/g”
Za=3 =2 4*= b'fz',"h"

ps
), Z

7

/

VE Fsiut-L cost
f~ =z

3343 Maria har fatt i uppgift att hitta en partikular-
16sning till differentialekvationen
y” - 6y = —18x% Hon vill ansdtta y, = ax?,
eftersom hon tror att den ansatsen kommer
att leda till ett korrekt resultat. Har hon ratt
eller fel? Motivera ditt svar.

)

2243 . Myria bar fel . v, 224 =D
14- bax" = - 1§x"
A wizste vara slald fom noll .

En Worrtkt ansqts vore yF:AxL+b




3344 Finns det nagot tal k, sa att y = 2x + Ce X + De>*
satisfierar differentialekvationen
y” = ky = —=50x? Motivera ditt svar.

344 k=0 =5 r:i\/‘lz

5% 5x -
Vi (e +Dbe => K=125

3345 En vikt som dar upphdngd i en fjader svanger
kring jamviktslaget. Om man bortser fran att
rorelsen dampas, sa kan rorelsen beskrivas
med differentialekvationen

d’x
ae -

ddr x m dr avstandet till jamviktslaget vid ¢ s
och k ar en konstant.

a) Bestam en 16sning till differentialekvationen
som uppfyller villkoret x(0) = 0.

b) Hur stor blir viktens hogsta fart?

%246, X +kx =0
ek =0 = r=%{l(

X = ( cos kKt + (¢ simdit

A) X@)zo => (=0 => X = skt

b) X'z (Rwsdkt =S

(
X oax = K

A—




3346 En odampad svdngning som paverkas av en
drivande kraft F = 2 cos 3t kan beskrivas med
differentialekvationen

y” + 4y = 2 cos 3t

ddr y dr avstandet fran jamviktslaget vid tiden
t sekunder. Los differentialekvationen.

+7¢ =

\

33490, vy =0 =y
Y, C s 1t + (s 1t

Musats 7’!’: 55 cos 3t +£¢,s§w 3t
p = 38Tt + 3¢, 05 T
>/’1,’ :—‘i[;wx ?t-ﬂcQJWSt

'chéof 74 -4@,5&4 It + 4 o83t + chsﬂu jtz2cos3t

'56;’2 => C

y= c,mzucz;wzt-l;m 2t




3347 Den karakteristiska ekvationen till differential-
ekvationen y” + ay’ + by = x + 7 kan skrivas
i formen f(r) = 0. Figuren visar grafen till
funktionen f{r). Bestam differentialekvationens
allmdnna lésning.

Ny
y = fir)
-1 r
Il N
T 7

1

77473 =1 => A(r'z)izo
fer=4 = a@-2=4 =>a

v 4r+Yy = 0

y"-qyb,q), - X+7
7
Yz (Grei)e
pnsats: Yoz ax+b

Y4
7’;,:& 75

“a F4ax +4b = X+ F
L]ﬂ‘;‘ = A;%’
-l+4b=F =5 b=7

X
y=((x+6)e +l;+L




3351 En partikel svanger runt sitt jamviktslage. Par-
tikelns lage x cm fran jamviktslaget vid tiden
t sekunder bestams av differentialekvationen
x” + 4x = 0, med begynnelsevillkoren x(0) =0
och x(0) = -2.
a) Bestam x som funktion av tiden.

b) Efter hur lang tid passerar partikeln jam-
viktsldget for forsta gangen efter t = 0?

¢) Vilken fart har partikeln nar den passerar
jamviktsldget for forsta gangen?

315]| y X =-Swmlt

R]r 7 > OO LN

1 f(x) : = solveode(y” + 4y = 0,(0,0),(0,-2))

=lx-
O — f(x) := —sin(2 x) 1
solve(f = 0)
- {x:1 ki 7r} \fos
2
S f,( g) 0 0.5
- 2

2.5




3352 En vikt med massan 0,10 kg ar upphdngd i

%2517,

R

- f(x) :=

en fijdder med fjaderkonstanten k = 0,9 N/m.
Vikten paverkas av kraften F = —ky da den
befinner sig y meter fran jamviktslaget. Med
hjdlp av kraftekvationen F = ma kan vi stdlla
upp differentialekvationen

” £ -
y” + my =0
a) Bestam den allmdnna lésningen till diffe-

rentialekvationen.

b) Bestam den 16sning som uppfyller begyn-
nelsevillkoren y(0) = 0,06 och y’(0) = 0.

Vi infér nu en dimpning som ar proportionell
mot hastigheten, dvs. vi har F = -by’. Da kan
vi stdlla upp differentialekvationen

yn+£y/+£y=o
m m

dar b = 0,20 kg/s.

~

¢) Bestam med hjdlp av digitalt verktyg den
16sning som uppfyller begynnelsevillkoren
y(0) = 0,06 och y(0) = 0.

Vi lagger nu till en vibrationsgenerator. Den

ar kopplad till vikten via ett snore, och drar i

snoret periodiskt pa ett satt som kan beskrivas

med hjadlp av differentialekvationen

” 2 ’ £ — H
y”+ my + my =0,1 sin 2t
d) Bestam med hjdlp av digitalt verktyg den

16sning som uppfyller begynnelsevillkoren
y(0) = 0,06 och y’(0) = 0.

Se Lg.rmiw / étaojebm nedau

(t ersalf wed x)

AL OO LN S

f(x) := SolveODE(y” + 9y = 0, (0, 0.06), (0, 0))

3
50 cos(3 x)

, 8(x) = SolveODE(y" +2y'+9y = 0. (0. 0.06), (0, 0))

©)

3

- h(x) :=

- g(x) := 3 e cos(2 \/fx) + 3 V2 e7* sin

~ 50 200

205 2050

(2v2x)

h(x) := SolveODE(y" +2y +9y = 0.1 sin(2 x), (0, 0.06), (0, 0))

—2 1 14
cos(2 x) + 85 sin(2 x) + : e cos(2 \/Ex) +

:HX— 0.1

0.08

0.06

2 V2 e 'n<2 \/Ex) >
g200 * < ¢

-0.02

-0.04

-0.06




3353 En viss svangningsrorelse kan beskrivas med
differentialekvationen

y"(t) + by'(t) + 4y(t) = 0

Satt y(0) =1 och y’(0) = 0. Undersdk med
hjalp av digitalt verktyg hur vardet av kon-
stanten b paverkar svangningsrorelsen.

3757, Fakbvm b e bsvarnr JZJ'WLH AZmpmj,
bzo = Kougtant anplitud

b<o =5 Awmplibuden viser (negzhv daipring)
b >0 = Awplihuden siunker (po5ibv dampuing)

XA A~ LD QO LN G

1 f(x) := SolveODE(y" + 0y +4y = 0, (0, 1), (0, 0))
® — f(x) := cos(2 x) 3
a(x) := SolveODE(y" — 0.2y + 4y = 0, (0, 1), (0, 0))

O . — )llnx (1 >1 ~lnx'<1 )
a(x) := e cos{ 1o V399 x 390 V399 e10* sin 0 V399 x

2
: b(x) : = solveODE(y” + 0.2y’ + 4y = 0,(0,1),(0,0))
® — b(x) = e0* cos 1 v399 x | + 1 V399 e10* sin ! v 399 x
10 300 10 ; : : 5
4 \/ v
-1
2

111
X
i

AY

-3




3354 En kedja med langden 10,0 m hdnger 6ver en

tunn metallsting som har en mycket glatt yta.

Den kortare dnden, som har langden 4,0 m
halls fast. Da kedjan sldpps glider den av
stangen pa grund av sin egen tyngd. Efter ¢
sekunder har kedjan glidit y meter. Man kan
visa att approximativt gdller

% =2+ 2y

for kedjan ovan.

37254, A y
1
J1t

Jit -1t
VL= @ + &

HL = 242(5

Function

1 1
O f(x) = = eV 4 =

2

List

11 = NSolve(f =

e

Jit
&y

a) Visaatt y = %e‘z’ + %e‘ﬁ’ -1 dren

16sning till differentialekvationen ovan.

b) Bestam med funktionen i a) hur lang tid
det tar for kedjan att glida av stangen.

Svara med tva gdllande siffror.
(CpNT31983)

’: :{2; ,ﬂzf; ffé’ Jit

ga

; -Jit
V=& +¢

it it Gt
¢ -1)ze +e

- v/ #

XA LD OO LN 2

=Y,

—1

~{x = —1.62, x = 1.62} =




¢) Rita grafen som beskriver bollens hastig-
het som funktion av tiden och undersok
om det finns ndgon storsta mojliga hastig-
het som bollen kan na. Ls uppgiften med
digitalt verktyg.

d) For laga hastigheter kan man anta att luft-
motstandet dr proportionellt enbart mot
hastigheten och inte mot hastigheten i kva-
drat. Anta som ovan att proportionalitets-
konstanten dr 0,025 kg/s och undersok
vilken storsta mojliga hastighet denna
modell ger. Los uppgiften med digitalt
verktyg.

3355 En boll med massan 0,50 kg slapps och faller
sedan under inverkan av tyngdkraften och
luftmotstandet. Vi betecknar bollens hastighet
med v(f) m/s och kraften fran luftmotstandet
med F;. Vi antar dessutom att luftmotstandet
ar proportionellt mot hastigheten i kvadrat
med proportionalitetskonstanten 0,025 kg/m.

a) Anvand Newtons andra lag, F = ma, och
teckna en forsta ordningens differential-
ekvation med lampligt begynnelsevillkor
som beskriver rorelsen.

b) Vilken hastighet har bollen 1,0 sekunder
efter 6gonblicket den slapps, om vi antar
att bollen slapps tillrackligt hogt uppifran?
Los uppgiften med digitalt verktyg.

e) Utga fran den differentialekvation du teck-
nade i a)-uppgiften och teckna en andra
ordningens differentialekvation som
beskriver bollens lage.

7745, 4/ iy = mj-K*\/l

v'4 0,05y =48 (o) 0

L,} ve 8.4 m/§
¢) Se wedan, 74w

d) Yax = [T6 1[5

BR]A 7> OO 4L N 2

f(X) = SO'VGODE(y’ + 0.05 y2 = 0.8, (0, 0)) E X= T
O —14 e 1%+ 14
= f(X) = p—l.dx + 1
‘ 20
2 (1)
~ 8.46
3 Limit(f, o0)
10
~ 14
4 g(x):= solveode(y' +0.05 -y = 9.8,(0,0))
O ~ g(x) := —196 ¢ "% 1+ 196
-5 0 5
5 limit(g, o)
— 196
6 0

3 s = - ()

A 5 S s s e s o e e e S



3356 En pendel bestar av en kula med massan m kg,
som dar upphdngd i en trad med langden [/ m.

77/

Krafterna som verkar pa kulan ger differential-
ekvationen

ml - 0"(t) = —mg sin 6(t)

Den differentialekvationen gar inte att 16sa
med exakta metoder. Daremot kan vi hitta en
approximativ 16sning genom att utnyttja att
det for sma vinklar gdller att sin 6 = 6. Det ger

mle” + mgb = 0

a) Satt g =9,82 m/s? och [ = 1,09 m. Bestim
den allmdnna l6sningen till differential-
ekvationen.

b) Bestam den l6sning som uppfyller villkoren
0(0) = 0,5 och 6°(0) = 2.

1756, 4y 0+96 z0

(P49 =0 = y=%t3 =>

O= (cos3t+ ( sm3t

b) @'z 3¢ siuTt +3C cos T
- -94C, 53t -9C, seuFt

P:=05%0s3t+t0c?sw 3t




3357 For en dampad fjaderpendel kan man stdlla ¢) Bestam, for hand, den allmdnna I6sningen
. . . . 2 2
upp differentialekvationen y” + F:y' 4 %y -o. till differentialekvationen om = > y~.

I differentialekvationen ar m viktens massa,
r dimpningskonstanten och k fjaderkonstan-

ten. Det dr vanligt att man infér ddmpnings-

d) Bestam dampningskoefficienten y och
vinkelhastigheten w givet att m = 0,10 kg,
r=0,20kg/s, k=2,0 N/m.

e) Los differentialekvationen, fér hand, med

. r . .
koefficienten y = >m och vinkelhastigheten begynnelsevillkoren y(0) = 0,05 och
o=k y(0) =0.

m f) Los differentialekvationen med digitalt

innehaller y och w i stdllet for r, k och m.

b) Los den karakteristiska ekvationen med de
nya beteckningarna.

130%,
a  ylerpylrwly s o
L) (1+¢f,r+w1:o
r=-y= w3x1£
) wh> yi =S
X:é:ﬂ c!éoS\/;u_l-_ffz«‘*C:sW cf-f%)
Y VTl WA e

7/

-t
e)  yre ((usVidt+c siuiat)

\

-t , ,
)/’- -¢ (C,as\/ﬁ {'-fdfic’sw yi5t - CLSW\/I—:if~ﬂ‘ilzco,¢/ﬁt)

YLO): P05 => (= ovs

o0 -
)/'La):o => /("/vf'd‘iél)’o =7 62:_—{4&,0/5

. vid
V=e (9,08 cosViGH + 0,015 sia J1d4)




5

R

1

f(x) : = solveode(y” + 2y’ + 20y = 0,(0,0.05), (0,0))

- f(x) :=

20

! e cos<\/ﬁx>—+—u . sin(\/ﬁx)

1
380

A LD LN 2

=lx-

V19

0.06
0.04
02
/_\ L ———
/ 0 15 >—35 35
-0.02

-0.04




