3101 Bestam y’om

@ a)y= 5\'—%x

b)y=3J/x - =
J - \/\
3 2
C)_)’— T + §
_ xS 5y~
dy==3 4
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b Ve 2 - 2
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3102 Derivera foljande funktioner
a) y = 5 cos 3x - 3 sin 4x
b)_)’ = 2¢ 3x _ S5e 2x

1 .
— s demmsn) + R)
¢)y=In3x- - = 3

dy=(3+1)71
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Som en modell for hur manga bakterier N
som aterstar i en kultur t min efter det att
den behandlats med ett bakteriedodande
medel anviands funktionen

N = 20 000 - 045"

Med vilken hastighet minskar antalet
bakterier vid tidpunkten 4,0 min?

, 098¢
3103, N =z -048 2p07Vv. &

A”(‘r) = - |458 v - |SoV ;L—/wlu

3104 Derivera

C X

a)y=x-sinx Ay= —;
=~

b)y = 2x-e3 d)y = sin x
COS X

20y,  af }’” Sinx + X208 X

2%

3
by y'= 2’6%4— bX- € ¢2&x(|+;x)
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4
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3105 Ifiguren har grafen Ay
till en andragrads- (3, 2)
funktion f ritats.

X
\ )
Vilka av nedanstdaende pastaenden ar
sanna?
A f'(x) =20 for x=0
B f/l(x) =20 for x<3
C ff(x)<0 forx<0
D f/l(x) <0 for x=3

(A4 P % ochh D

3106 Ange med hjilp av tabellen ett ungefarligt
varde pa f'(3,3).

X 3,1 32 | 33 | 34
foo | 71 66 | 62 5.9

TI06

3107 Ange en funktion som uppfyller att
f'(0) = 2 och f"(0) = 4.

Zlo} ., exXv f(xvzxiaozx




3108 a) Bestam dN om N=t3Int.

dt
1+ x

b) Bestaim y’om y = -

= £ (3t +1)

Ti0f. 4) N, 25 b 4 £
it L

by 'z LU-X)-(4x) (D 2
(1-x)* (-x)"

3109 Figuren visar grafen till en
tredjegradsfunktion y = f(x).

Ay

lq/\

1

'x

a) Forklara hur man i figuren kan se att
f'(1) =0 och f'(-0,5)>0.

b) For vilka x ar funktionen vaxande?
¢) For vilka x ar funktionen avtagande?

2104,
A Funkboner har es KKMW]’“’W‘ ¢ fO) D fm=o

¢ ¢

o~ - A 1/4’(%“ {':f )1”17,; =) {/(’0/5770



3110 Bestam f”’(4) exakt om

D =1 /2x+1

/

~2
310, f@‘),(zw«u)
3

fe)= -(2x+ 15;

s
for=2(axt)” =>
T |
Flo)- 2.9 % 2 = —
4943 :

3111 Lat f(x) = x-e* och l6s ekvationen
a) f(X) =0
b) f/(x) =0
¢) fl(x)+f(x)=0

2011 . x p
a) X-e zo0 => Xzo (da 6’{:}5’0]

L] ef([‘t-x):o => X=-|

¢) (1+xY¥ xe =0

e (1+2x) 20 = x=-2




3112 Undersok om ekvationerna
f(x) =0 och f'(x) =0
har nagra reella 16sningar da
f(x) =0,5x+ 1+ 4,5/x

ZI1Z. pSXAI4 L‘-‘;-;‘: o

P5X +X 44,8 =0 : XFp

0,9'(X1'+ Ix+4) =0 = Fe)=0 Sakunar reels /;;Iuitfja(/

XZ

/ ¥ y
«* =9 ’ x=13 =7 f(%) hiar 2 reelia vau«mfra(,

2 —CosX

3113 Lat f(x) = och 16s ekvationen

sin x

a) f(x) = 0 b) f(x) = 0

3113, 4) L-$X _ o =) Zzcosx | =D Seaknar

Stor X Lv‘/;uhj

,7« 1
L'/ SmMX = LeoSXK + cos X . | -ZcosX
VR % - sz
Sy X St X

[~ 2cos X _ 5 =5
siX
7

~ ‘.'Llrz,;,'al(é‘) = + ’g’*w'fﬂf




3114 Los ekvationen y’ =0, om

a)y=2—x, b)y=x%-Inx
+ x?

2(1#x7) - 4xT  2(-x")

gIILY A.) Y’z
(14 x)* (H+5*)

\

"- ’ 1/1'7
b) vz 2x x4 X L (zhx+1)

/
P
f z

Y:O - X~ e

3115 Temperaturen ien bastu ar f(t) °C vid
tiden t timmar efter uppvarmningens
borjan. Man vet att

f'(t) = e*(200 - 200¢1)
a) Nar borjar temperaturen att sjunka?
b) Hur forandras temperaturen da t = 0,50?

¢) Hur forandras temperaturen da t = 3,0?

5. a) Tewp. Sjumber di fitj<0 =>

20V -2Z0VE SO =Y £51 timme

-0,5 ~05 2
b) fles)=e (zoo-10)=love = + 6/ %[t

/ -3 -3 o
¢) f(3y=e (zov-tov)z-4ve = -20 </u .



. sinx + cos x )
3116 Lit y = och visa att

sinx — cos x
y' iforenklad form kan skrivas

- 2
(sin x — cos x)*

2116,

y' o (OSX-§i1 X ) (Sinx - c05X) - (cosX +8i0X ) (sx+c05X) _

($6r % - co8%) "

_ SIX 08K - (oSt H Sl K) # Sivx- o X ~(co5K SR ] - 2. 80 x LogX
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3117 Den roda grafen visar Kalles langd som en

funktion av dldern. ’; I ‘} ,

Bestam den inritade tangentens lutning
samt ange med enhet vad det beraknade
vardet betyder i detta sammanhang.

| / 140
cm A Langd ‘f(l"t)"; ‘:l_l' - l'zf 4‘44/;(

100

Kalles l;wifd sy med

Alder

s » “ ?
(2 "‘“I“" ds Wauy av 4 ac




3118 Antag att g (t) ar vattenforbrukningen
i kubikmeter i en kommun under ett
normaldygn och att t ar tiden i timmar
efter midnatt.

Vad betyder det i detta sammanhang att
a) g(8)-g(6) =180

b) g (24) = 1000

c) g(2)-g(0) _ 40
12

d) g’(8) = 30?

2118,

/9 Valleu };(lwultn;wjtw mellan Kkl 6 och ki, S

¢/
ar |80 m3,

b} Vﬂﬂtwfjrbmk%wjan r |60 w for
ett nommlalyjn ,

L) Medel {'g(b!’uhn?tﬂ&m pes Ll ;tf 4o mg

Y
bu/tclar de »fvm’t'n 127 4imuwsayng

4 Vakguforbyukningm ay 30w ki 8.



3119 Berakna h'(2), om
f'(2) =4, g'(2) =-3, f(2) =-1,
g2) =1, f'(1) =2 och

a) h(x) =f(x) +g(x)
b) h(x) =f(x) -g(x)
¢) h(x) =f(x)/g(x)
d) h(x) = f(g(x))

3014,
A) l’l’(’(’ z {‘(7‘) 4':,’(7() = lv)/(’z,)‘: 4 -3 ::]_

) W= £ 46) - f(,uﬂ(x) > W) : 4 1- 603 (~v “3) .1
(469~

J} l/‘/Q‘) =z ‘f/(fj"‘}) 'j (%) =5 '4/(2) z ’1/(';) b

b) Wy = feo j(x)*f(f)f,(x) = We) =4 [+EN3)



3120 Den striacka s(t) m som ett féremal ror sig
pa tiden t s beskrivs av formeln

s()=+3t 0<t<40

a) Bestam medelhastigheten i tidsintervallet
1,0 <t <3,0.

b) Bestam hastigheten s’(t) da t = 2,0.
¢) Bestam accelerationenda t = 2,0.
d) Nar ar hastigheten 45 m/s?

e) Bestam accelerationen vid den tidpunkt
da hastigheten ar 18 m/s.

220

A Sy= Mojf 3_(;':-' = 16 m/.f

Z

3o-4o

2 s‘(t): I +2 = sl - 72+3=21S m/J

() s'preet =>$(1)=625 12 mfs"

d) 434S D €=0142 33 s

&) I43:1f D E=IS = SW) 2134 st

3121 Bestam derivatan av
y=(g(x)" om g(x) =2 + x*

. 99,
2zl oy = w’D'f,(X) j x) =

3 9
= wb,@,‘i—x")ﬁ q,/‘ = 4o x (2+X") 7




3122 Visa att for funktionen f(x) galler
fl(x) = k- f(x).
Vilket varde har k?

a) f(x) =6-¢2 b) f(x) =3-4*

123

3'11, a) ‘f/(,‘)', Jz,'/ éez - ‘12’ )F(%) = k:.’i

L) [zl 35" =lh fo) = Jer

sin(x*)
ax
y' +y/x= cos(x?

O o
Sa ar

3123 Visaattom y =

321, gl 2Xees XE2x = 2.5t ”

4x*

L. X xU2x = 25t xt gl X1
4x* z X"

.
L AXos X 2x - 2stax T TsXT LTy W

4x*



3124 Bestam utan raknare

G lim €08 (t/6 + h) — cos (n/6)
h-0 h

5
2014, f@:)zcoué , XK=<
flwy= -smx
[hse, ws(flrh) “ws (1Y kTl |
Y90 |t v £ ""{:/(%)"”WZ”Z
Att,Ls’:ij:
ws(E44) - sl ) éos(%)zoxl« - sinirgi - (o L
h ? -

J3 (. ]
5 S lash-1) - Sswh 5 Lel-y g s L

EEEEETT RS RN O

‘ TR Y
[hees o8 ( +h) W) 5 bt
wr H e R



3125 En svangningsrorelse beskrivs av funktionen
s = 0,045 -sin 7,5t
dar s matsim och tis.

Bestam de tre forsta tidpunkterna da
t > 0och

a) hastigheten ar noll

b) accelerationen ar maximal.

315 4) v=5'z kostSt | k>0

V20 => Ls3St=0 => 35tz 12

T2
T 3 Gf;

N=p 1,1 =) == * 021,063,
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3126 Pa en obemannad fyr finns en lampa som
ger ljusstyrkan L enheter, dar
L=90-In(0,045P)
om effekten P W varierar i intervallet
200 < P < 2000.

Med den anvanda stromkallan avtar
effekten med tiden t i manader enligt
ekvationen P = 2000 - 75t

" dL . "
Berakna och tolka — da stromkallan

varitibrukil ar. dt

2116 | [ = 40*%(&049({?(&)))

‘i‘:: L/fl(t) - _40 ,(,;;):_67-5'0
it (pt) Lovo St Zo-ast

AL (12 miw) = - - =l Hlwin | dus

Ljuysl'y(lctwf minskar wied 61 L eubetdy pey panad

3127 a) Bestam numeriskt genom att studera

f(x+h) - f(x)
h
ett narmevarde, med tre vardesiffror, till

f'(1) om f(x) = 5*

differenskvoten

(3+h) -3
0 h
genom att tolka det som vardet av en
derivata i en punkt.

b) Bestam gransvardet )li

[#0.00¢)
3113, +) fyx 5 T4 s

o vool

b
by fer= %" = Fx

fer-31"= 102




3128 Visa att den centrala differenskvoten
fx+h)- f(x-h)
2h

ar lika med f’(x) for alla polynom av
andra graden.

32§ {1z kox

gy FEEW) - f (x-4) o Wiown Il k) I

h=>0o 2h W20 2 14

1 1_.1 1T ]
= | Loten XWM—W = ko e (2x) = ko 2ZX

3o h a0
3129 Visa att ‘;—’; =P(1000-P) om sz f‘ri (£ ¢C. gmt 15
= o dar C ar en konstant.
1+C-e™*™ | _lomE
4=~lvce
3119 . |
~lovved ~
P=lovp-(1+Ce ) = 107D 4
- —~(ovvt
dr - oYY, ({)1: ’@ = lovP CE€ C
vz —= 3 - 4® =
dt —fypt JT
(1+¢C )




3133 Visa med derivatans definition att

@ a) om f(x) = k dar k ar en konstant
saar f'(x) = 0.
b) om f(x) = kx + m dark ochm ar
konstanter sa ar f'(x) = k.

¢) om f(x) = 5x? + k dar k ar en konstant
sa ar f'(x) = 10x.

3132 .

A) i 6 i koK 5
W0 I ly =20 (2

!’) W{(’“—W’{Jl,w k(’(‘f'h)*"m (kx+m} I
W0 h ly =20

el Vigs Heth)fir) . Vi %H«) 4 (x4 k)
W29 =20

2w SXHIOXW 4 W -6xP s (Joxa b)) = Jox
hWo h D0

3134 Anvand definitionen av derivata for att
bestamma f’(x) da

a) f(x) =x* b) f(x) =x°

(AL
L X 42l #W-XT e (2x+1) = 2x
)&‘%‘L( “:" . :33 *Xu """’(" i

b1 b (tYor?, Hiaw X3 7,

L0k Sl L

. e (3x1'+ x4 yt) = 3x"
s D0




3135 Anvand definitionen av derivata for att

'D bestamma f’(x) da f(x) =%

21738
7 Z
i T ® Zx-'z(’wk)’ L -z Z
hWde " W?o hx(x+h) W70 x(x+n) X%
3136 Visa med derivatans definition att
om f(x) = ax? + bx + ¢ dara, bochc ar
konstanter sa ar f'(x) = 2ax + b.
31736,
e alX+ '1)1‘&1:()(4'1:) £ ¢ -(Ax7'+bx+ ¢) -
W= W
1 ’
[Coer zaxh+ah +bh , e (Zax+ah +b) = Zax+b
Y b h=°
F
3137 Visa med hjalp av regeln for derivering av
en kvot att
__f'x
D(f(l.\‘) ) ()
21T F,
/ /
D()_):O/f,(")"'{(’() A | 'f(ﬂ’ #
fo 1 f )y
(F&) (f(»




3138 Funktionen far deriverbar och f(0) = 0.
For alla x galler sambandet

f(x) + sinf(x) = x.

Visa att f'(0) = %

35 .,
° f )+ ['6).c08 i) =)

fer-0 = 211 = {le)=

N-

3139 a) Visaattom f(x) = |x| sa ar

lim L2 =IO 1 dax>0
=0 X

lim L= _ 5 qax<o
x=0 x-0

b) Rita grafen till f(x) = |x| och forklara
varfor funktionen ar kontinuerlig men
inte deriverbar da x = 0.

2939, 4) W X7 .
X220 % ~0

’

e 7270 '.'l, X<o

x>0 »-0

y
’)

X

[ rm«’d’%@,ﬂ) law maw v te WVj::m,

Kurvans [y »:j ,




3140 Anvand derivatans definition och
G binomialsatsen for att visa att

f(x) =x5 = f/(x) = 5x*

Slbo,
f (xt4) - fox )’
o1+ hW - FEA)- 09 fiee ( u
S0 W=

im (2] M) ) KW H I
W h

L liee, (5;("4— (0x 7 + 10X W4 Sxh™+ l,"} = 5,("

h =90

)h; 4

r 4

7



3141 Visa med derivatans definition att
om f(x) = xyx siar
f’(x) = B\I_X
2 1

Du fir anviinda att D {x = —=
2\/x

3141,

%! %3
fixam)-f&) = GHWx41) P2 x.x "

f /. Iz
(A h) (x#0) Fe K () 4 x(l) - X

% Vo
= (x+h-x)(x#h) i x(xm)/ - X

». L‘ (}(“"/[)1/14' g ((7“‘"/‘)1/1.’ X‘/z)
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e oy —5— -

!
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3143 Bestam riktningskoefficienten for

@ a) tangenten till kurvan y = x? + 3x
i den punkt pa kurvan som har
x-koordinaten 1

b) normalen till kurvan y = x? + 3x
1 origo.

3143, 4) y'=2x+3

kK=y't)=21+3 - &

f ! f
b K/; | — T e e— o
/ " e z043 3

3144 Bestam ekvationen for dels tangenten,
dels normalen till kurvan

a) y = x’ —xipunkten dar x = -1.

b)y= l i punkten dar x = 2.

344, 4) v 3 |
4y - 7’{'/)(;4 ~-1))
4-0* 2(x+1) »-—7j:zx+z

= RS APV &
ﬁ“-v;”’%(x*!) =) a7 %77




3145 a) Bestam en linjar approximation till

f(x) = % + x kring x = 1.

b) Bestam felet om f(1,1) bestams med
hjalp av approximationen.

246 a) fer--Z a0 = flyz-2hls-]
%

47H {0y (x-1) =2 g=-x 44

b) ,F(,[el'7j(i,1}’f(m)'~ 249-1818 =-0.018




3146 Diagrammet visar en matematisk modell
for antalet bananflugor N som funktion av
tiden t dygn.

NA
400 1

300 1
200 4

100 -

- - - - - >
10 20 30 40 50t

a) Nar ar tillvaxthastigheten storst och
hur stor ar den da?

b) Bestam en linjar approximation till N(t)
kring den tidpunkt da tillvaxthastigheten
ar som storst.

2146,
a) vid t=15 dygn da h’uvzxeumijmum

. 130 . 13 bawfluﬁwﬂyﬁ,

10

b) N(S) « 13

N-13S = 1F(€-25) => N=I1Ft-260



3147 Linjen y = 2x -2 ar tangent till kurvan / _
'D y =x?+ ax + b ipunkten (3, 4). 7/’ z 'Z

Finn talen a och b.

343yl 2x4a

)/’{(3): 2 =2 1222344 =0 A=-4

);(3)74 => 4"'%1'4/; +b = +

W

3148 a) Bestam en linjar approximation
till funktionen f(x) = e* - sin 3x
kring x = 0.

b) Bestam, utan raknare, ett narmevarde till
£(0,05).

2148,
al {1+ 1€ §indx + & 308 Ix =& 15in Ix 7 o8 )
fley=12 , fep=0
4@ = f@r(x-0) =

3%

b) f[o,of) ‘35(0,0{) = 7008 = g




3149 Ekvationen /1 +x =0,5-sinx
har en losning nédra x = 0.

a) Bestam, utan raknare, ett narmevarde
till Il6sningen med hjélp av tva linjara
approximationer.

b) Bestam losningen grafiskt med hjalp av
din raknare.

3149 , foxr =1+ x| 5(;4)49,5’;»1«%

A e = PO RECIE:

L) étﬂajebfk je,( XA -0,%22k



3150 I en punkt P pa kurvan y = 4/x i forsta

@ kvadranten dras tangenten. Denna
begransar tillsammans med koordinat-
axlarna en triangel.

Visa att arean av denna triangel ar
oberoende av valet av P.

3180,

f-y05) =y ) (x-xp) =>

{’(7‘)7.-“-‘—1)(‘!' o i -;"../Jr
o A AR ¢ p

§ _ N — -
i') —i;)‘a“'_ -D ‘-’ Xo-'Z—Xr

Xo *p

§

A—

Ap




3151 Undersok hur man kan gora en
kvadratisk approximation y = g (x)
till f(x) =e* kring x = 0.

ug. foze  fwce fr-é
4)= ax Fbxte

ﬁ/(?() 24X +b

L SER2S

’/ z “ - —_— = — 1—’-
4') f(o)/l > z] =2 A=7
6’(0;4’(0):1 = b=

G =fr =1 2 =

= 4@ KA+



3152 a) Bestam en linjar approximation till
f(x) = e*™ kring x = 0.
b) Hastigheten v hos ett fritt fallande

foremal med massan m okar enligt
ekvationen

v(t) = % (1 —ek m)l)

dar t ar tiden, k en konstant som
beror av luftmotstandet och
g ar tyngdaccelerationen.

Visa med hjalp av approximationen
ia) att v(t) = gt for sma varden pa t.

X ax
2/87. ﬂ(} f{f‘)’ga y f/&()z A€

- fer = fler(x-o)

f,’—l =a(x~v) =7 jzax‘t-l

K
o 'ﬁ/y'k -
b) Smat =5 e ~z-—t+] =)

V(t) ~ %(I"’%{-l) = jé #




3155 Lat A vara arean av en cirkel med radien r.

@ Bestam ett samband mellan
dA ocp dr

dt dt

715¢, A=z=fy~ -

3156 Lat en kub med kantlingden a cm ha
volymen V cm?.

a) Bestam ett samband mellan

av ochd—a

dt dt

b) Anta att kubens volym okar med 15 cm?/s.
Hur snabbt 6kar kubens kantlangd da
a=25?

¢) Anta att kubens volym minskar med
12 cm?/s. Hur snabbt minskar kubens
kantlingd da a = 18?

3
256 . a) Va4

v, L = 5. - 4 70,00J’cw/;

kmklZWjdm olay mied fo gm/.f

¢ da _ ~1
) dt

4
Kb lisegdine sniinslonr wied 122 fusss[5

Z/ 1 ’;’0,0’2— LW/;
2l




3157 En sten kastas i en damm. En cirkular
vagfront sprider sig da 6ver dammen pa
ett sadant satt att dess radie okar med
hastigheten 0,90 m/s i det 6gonblick
radien ar 1,20 m.

Hur snabbt okar arean av det cirkulara
omradet som omsluts av vagen?

3ST . A=TrT

JA dA dr - 25v. S 251,209 68 w /s
dt dy dJdt dt

3158 Kantlangden i en kub minskar med
hastigheten 10 cm/min.

a) Hur snabbt minskar kubens volym,
da kantlangden ar 20 cm?

b) Hur snabbt minskar kubens totala
begransningsarea da kantlangden
ar 20 cm?

2
2Is§. a) V=4

2
v, dv, di . 347 44 23,16 (-10) = = 12oVD " fiie
Jt da 4t it

T T
=> Mussskiingen = |2 om0 Cue [enein

L»«) Az G4

z
A _ dA da | 24 da (720 (-12) = =240V he [y

,

d¥ da dt dt

) P .
= Missskiingen = 2400 Cus [eein




3159 En cylindrisk vattentank har hojden 5,0 m
och radien 2,0 m. Vatten pumpas in i tanken
med hastigheten 75 liter/min.

Hur snabbt stiger vattenytan?

2169

A—

1
dt v 4t  Twr?

3160 Lat Vvara volymen av en kon med
basradien r och hojden 6r.

Bestam ett samband mellan
dv och dr

dt dt

o,

| =
<

& ey

d t

[
*

3161 Radien i en sfarisk ballong 6kar med
hastigheten 0,30 cm/min. I ett visst
ogonblick ar radien 4,0 cm.

Hur snabbt andras da sfarens

a) volym b) area?

4 - %
Tl
3

)]

Zle), a) V

bY JA_JA dv . snr.

1
V= ﬂf/ék’z ‘Zﬁ'{;

LN TAPNS (AL-14

V=h.7r?*

4—1—/«71{{1 =7 éll% |
an dv 7’

-3
dv_ 1t 3slo ¢5Wu/m£u
e 7.z*

m—

it

3
Giridy 4545 0.3 = 60,3 cm//
dt W4

e

1
I.';z $H- 40323017 év“/w:u




3162 En sférisk snoboll smélter pa ett sddant
satt att volymen minskar med hastigheten
1,5 cm?/min.

Hur snabbt minskar diametern i det
ogonblick da radien ar 6,0 cm?

2 _ (p
(b2 s T’ = X548 -wp
Zlb v ;I ,}1() A

ip 7
4p 40, dv 2z Y. 2 (10 fb e e
v d wp* dt F2"

. ) ~3 |
Dismme bty wnunslcay weed 6,610 (,w/l/uw

[z 1 bdar
3163 En vattentank har formen av en kon med
spetsen nedat och basytan horisontell.

Tankens basradie ar 2,6 dm och héjden
5,2 dm. Vatten pumpas in i tanken med s 3 ‘i J g
hastigheten 2,6 dm®/min.
Hur snabbt stiger vattennivan nar 1 ‘4
vattendjupet ar 3,9 dm? 4 f
1
Z , L z / ‘ﬁ"/ 1
V=




3164 En vattenbehallare har formen av ett

ratblock dar basytan har matten T 4 Z

3,0dm X 6,0 dm och hojden ar 2,0 dm.

Vatten lacker ut ur tanken med hastigheten
0,40 liter/min. b /r 3

Hur snabbt sjunker vattennivan da é
vattendjupet ar 1,0 dm?

2Ly, V= 1§Wh
Vv )

di/“: é’_l", ,4_‘,/ =z J—-/(’D/Q):’O/UZL Jm/m:*
dt dv 4t IS

. © ) ,
VﬂWW&VﬂM S’]WVLV 1.7 WWIW




3165 I en kaffemaskin rinner kaffe fran det
'D koniska filtret ner i en cylindrisk kaffe-
behallare med hastigheten 150 cm?®/min.

Hur snabbt okar nivan i kaffebehallaren och
hur snabbt sjunker nivan i filtret nar kaffet i
filtret har hojden 12,5 cm?

216€ . .
Filhyet . vz ﬁ;“

< El => V= F_t’; => A_Y,- ‘Irhz

Z (2 dn 4

thé”‘/d\/,‘.'_‘_’_/d‘/, “ /("’S'o)""',,i?« W/Mijk
h 7L o o i




3166 En sfarisk oljetank med radien R m ar fylld
med olja till en hojd av h m (se figur).

(m)

h

Olja pumpas in i tanken med hastigheten

25 1/min.
Med vilken hastighet stiger oljenivan da
h=0,5 om R = 5,0? Ah

Bestam detta genom

a) att betrakta en cylindrisk skiva med
hojden Ah och volymen AV.

b) att anvanda formeln
V= %nhz(BR—h)

for oljans volym V m?.

3eb,  a) Pz R-(R-W)= 2RW-U?
AV=T v A = 7 (2Rh-U") Al

Jl”zl"/”“ .A‘—‘v1f.l"’:‘“ .A_-‘J'-A—y:’—,éy
Iz' M0 At st20 av At 'ﬁ'(ZKh"i"’) dt

4

-3
/ 28500 2 1LF wene[uiin

N\




En stege AB som dr 5,0 m lang A

star lutad mot en viagg som
. . B

figuren visar. Fotpunkten A (m)

glider horisontellt med \l/

hastigheten 0,60 m/s. 50

Hur snabbt ror sig stegens

topp B nedat nédr A dr 3,0 m

fran vaggen? "
ot A—>

21671,

27 Ty’



3168

En fiskare befinner sig pa en klippa 25 m
over vattennivan. Han vevar in fisken med
hastigheten 1,5 m/s.

Hur snabbt ror sig fisken da linan dr 40 m?

Alt l:.rw:uj beoje by’

DB = SO N SIPVANIEIR:

O  glx) =15x

0 = st e (3 ()
(st (2)

40
— (=
? (1.5)

— 1.922

O

-+ Input...

Y dy. 82
Jt Vlto -26°

(21 kynstaut )

Lo /. 5= ]9 W/S

X 7 fideut

4(,()~. l;(ugl ' yv-led
(hypaﬁitwtwm

f&) = l;mSJ { x-led

|-b

g z fidet nd 40

AN




3169 En apparat A ror sig pa ett lopande band
med hastigheten 1,0 m/s. En robotarm P
befinner sig 2,4 m rakt 6ver punkten Q pa
bandet.

Hur andras avstandet PA da AQ = 2,7 m?

21619,

2y dy - 25 d%
dt JE

dy . X dx. __X

/ a— z

x
dt 7&

3170 En person ser en raketuppskjutning pa
avstandet 1200 m. Nar raketen nar hojden
900 m ar dess hastighet 180 m/s.

Hur snabbt andras i detta 6gonblick
avstandet mellan iakttagaren och raketen?

vz x"42"

W




3171 Om tva resistanser pa x ohm och z ohm

C

3IF,

dy
d+

-
-

parallellkopplas, kan ersattnings-
resistansen y ohm berdknas med formeln

1_1.1

y s 2

Om vi parallellkopplar tva resistanser och
vet att resistansen for den ena okar med
4,0 ohm/min och for den andra minskar
med 6,0 ohm/min, hur forandras

ersattningsresistansen da x = z = 40?

4

N |-

.1
7/ X
,_L,iig-
7/ Jt
b dx 1 d2
_— "l =
Y(x Tt z"d>

(B L ) e

4o +%0

X2

*(— <
o

X+2

)(£

-— 2

(600

7 ’
9“4”14:%/53%’3’?1{7‘44[&“ it lkay wed "r5,ﬂ./ww



3204 Figuren visar grafen till funktionen
® r-iw 3104

Ay

/c) J4, b/tjjc ftmlcl'zma
: hjser pa tu wzmdb
fruhtionsdel

vx

Ar det sant att

a) bade f'(a) och f'(c)ir positiva b/ J/& ,TWL‘HM lx{jje,{ 7?2

b) f'(b) = 0 och f"(b) >0
Motivera dina svar. e/ét W‘; ‘s e e |,

3205 For funktionen y = f(x) vet vi att
f@Q=5 f@=0 f"(2)=-3
Ar f(2) ett maximi- eller minimivarde?
Motivera ditt svar.

7205. f@) ar et umxv;(db Ji f;'nawmm
/(i’ uoll ol andnderivatau we’dahv

3206 For en tredjegradsfunktion som ar
definierad for alla x galler

y' | - 0 - 0 -
a) For vilka x ar funktionen avtagande?
b) For vilka x ar funktionen vaxande?
c¢) Vilket x-varde ger ett minimum?

d) Vilket x-varde ger ett maximum?

2206, &) O<x53 <) X=73

b) x<o  x33 d) x=o




3207 For y = g(x) vetviatt g’'(x) = x(x - 3).
a) Ar g (0) ett maximi- eller minimivirde?

b) Ar g(3) ett maximi- eller minimivirde?

Z210F j”(x) = Ix-%
¥ s
a) 4(0)=20-3=730 = §lo)zmarvaride

b) ﬁ”(}]: 2/3-5z2320 "75(0}‘—'— teectard e

3208 Var ar funktionen f(x) = x* + 2x?-4x + 1

a) vaxande b) avtagande?

2298 reatr x4

fx)=0 => 5(x1+%x'§)'~3(x+2)(y-§)=o

=y éﬁtﬂmv};v’t‘en da Xf -7, XL‘:Z
3
73
X -7 3 Ry R
fo) + o - o0 # C
ax N
fg AN T
Iy s1r




3209 Ge ett exempel pa en funktion som for
x > 0 har positiv andraderivata men
ar avtagande.

- X
3209, €xX . v, f(xJ: e

3210 Bestam med hjalp av andraderivatan
eventuella extremvarden (max och min)
till funktionen y = -x* + 12x.

7
31210 s Ak 411
y'=-tx

4 >
ylzo => exbemwarden da k=12

. 3
y'(2) >0 =2 wievzrde y(-2)z D) #1242 =-/0

g 2
)/tl(z) o =7 wta,(‘/;u'db )/(z);, A 42,2 = 6




3211 For vilket varde pa x har funktionen
y=5x-4x*-12x-25

ett lokalt minimum?

(ALY 215X -8x - 12 -./;[/./%,(-/%) =
L z 6
-/6'[)(4‘; )(x ?,)

’ o r—4
Y=o =7 Exhemiavdec da X 7-

2

wil N

y'=320x-§
Y'(x)=y"(Z)<0 =2 AR edeie
/" 7 2
¥\ - £ ) >0 = winuun =D
Y ¢ Z) 7 {{)

funlcHoer hay miimi v [-':r' ;LZ%.



3212 Funktionen fdefinieras genom
f(x) =x3 + 6x?
a) Bestam lokala maximi-och minimipunkter.

b) Bestam storsta och minsta varde
i intervallet -2 < x < 2.

2212, = 3x%12x = Ix(x £ Y)
{’(x\:o =) fx/ww;(dm Ji K70, X, 2-Y
f &)z 6X+12 = ¢ (x+2)
{'&) = f(o) >0 => Winquuld ((0,f@) = (0,0)
f/ix)= fea) <o 2 Maspualct L (hfew) = (-4,32)

4)

2
1’/ fe2 = €2) 6(-1) =-P42Yy = i
f2)=7"+b 2 -§+24y732
Sgﬁ‘-a vavde = 212 di X=7

-1EXSL =2 5( ;
Minsk varde =0 da x=o




3213 Funktionen f(x) = x*-8x*+ 8 ar
definierad for -1 €< x < 3.

Rita funktionskurvan och ange funktionens
storsta och minsta varde i intervallet.

3213, {’m»: ‘f}‘;"l(a?‘ = 4x(x- 4)
]U(") =0 =2 é%l’mmv;wdtn {Z:r XL K, 20 ,X,72
fer=11x"- 16
fxg=f¢2)30 => Mimarde q‘(/z)=(~z)"~¢?éc)z+ §z -8
[ €)7f(0) 40 => Maxvarde {()= §
{”(x;) z f/fl) >0 =D M vZWdL {-}7}: z"-ff 214'3’: -5
;;quvwl‘v‘('M' ,
fln <o = Macvivde f-1)= E0-SFOS 2 ]
f”(’é) S0 => Minuide f3)- 1.03% 8 = (3

Shorsha vawde = 13 dd x =3

_[£X& = { o -
[F=FP Mivshv vavdg = -8 da x=z




3214 Rita kurvan y = x* - 2x? + 2 genom att
anvanda derivata.

(SIS Y',z,,?,z,,‘ = 4x(x7=1)
y'=0 = Kz %20, %52
v’z x4 = 4(3x™- 1)
y'5,) 2 1) 20 = Minpuadk {(1gé0)=(-1,1)
)’”(Xi)’y”(a) 20 ) Maxpumet ¢ (o,y(01)= (¢,2)

7"(7‘;)4/’(1) >0 Z HMimpusdt & (1,y0)) 2 (1, 1)




3215 1vilken eller vilka av de markerade
punkterna ar f(x) - f'(x) > 0?

2215, 2SS
/ /
g, 4.-2- = S fEVo o
¢/ = == Ym“s"'l//“fﬂ A’C OCI/‘D

3216 Bestam extremvardena for
f(xX)=2x+2+ l}
2

/ ya
32.b, f(x) s 7= :;
h
. 3 ks
{(mro = X =| =2 x:z ¢ k=0,1,2

Evdast en reel wt ¢ x=| ‘25€x4’ytmv;:ﬂ¢ JZ K=l

{//(") = {'//Q) >0 =D Mlnv:trde (Q) =5



3217 Skissa en tankbar graf till en funktion
y = f(x) forvilken

f(1) =2 och f(2) =1
f'(x) 20 for x<1 ochfor x=2
flf(x)<0for1<x<2

Vi forutsatter att y = f(x) har derivata
for alla x.

1%,

e*

3218 lvilket intervall ar y = == vaxande?

a) Anvand en grafisk metod.
b) Anvand en metod med derivata.

-------'{rI------------

228, 4 2 =
/ éwvje,bm; e S ESEETEISCEEEE:
x
b Y"" &(x+2)-¢& _ e (x+1)
x+1)* (x+2Y"

)/’:o =y X=z-}

Y'(;“q) <0 L y'(x>’|)7o =7 Fanme Y ioinece v:txmic,

f—gv X~




3219 Stromstyrkan i A
i en krets varierar /
med tiden t s enligt

ekvationen

i=44 + 2,5sin(50mt),
dairt>0 \

a) Ange storsta varde pa i.
b) Ange minsta varde pa i.
¢) Ange det minsta t for vilket i = 5,5.

2214, 4) Storthn vayde = bhy+285269 A
b)  Miashm vavde = Y -2.85 = |4 A
‘v) $6 = bl 47 siu(VFE)
Siv(505t) = 0,85 =>
Sent = p5h2% +m 2k

£-3% ns da nzo



3220 En rektangel med sidorna x cm och h cm
har omkretsen 24 cm. Om rektangeln far
rotera kring en av sina sidor alstras en
cylinder med volymen y cm?® (se figuren).

a) Uttryck y som en funktion av x.
b) Ange funktionens definitionsmangd.

¢) Bestam saval exakt som med tre varde-
siffror den storsta volym som cylindern
kan anta.

(cm)

Ix 42l = 24 =5

iz J-»

e

2220, 4) yx)= WX h 2 R (1z7%) 2126 X)

by 0<x<I2

¢) y'= T (24x-3x") = 37 x(5-x)
)/'¢0, XFo => x=§
vI= W (2Yy-6x) = 67 (4-%)

' e £



3221 Figuren visar grafen till derivatan av f(x)

)

a) For vilket eller vilka x har kurvan
y = f(x) en minimipunkt?

b) For vilka x ar andraderivatan negativ?

¢) Har andraderivatan f”’(x) nagot
nollstalle?

d) Har funktionen f(x) nagot nollstille?

Motivera dina svar.

2z2v. 4] XK= { aslay fan - KW+ vid k=4
b)  x<3 | 4 ledm&c. for x43
()  x=3 , dar ' W e Mh"(vml’wkf
d) M,telley 3 {ﬂ't"’ on {ﬂdjaﬁmMﬁWIcﬁm



3222 Ange i exakt form koordinaterna for
eventuella maximipunkter pa kurvan

y=2sinx-x

iintervallet 0 < x < 2m.

1221 7/, Leosx - |
5

3

AN

= /(‘.':," ‘{'IA/Z?

( /
7/',0%7 al%’;
1
3

[\

oEXNS 2T =D x;,l; K

7 = -
, §+Zu

-

Y”‘ Sl
Y6y (1 <0 2 tuspust (2,50 (T, 55-5)

y”(,{i) '.y (%/’) >o = Mmrwut

T



3223 Bestam det x-varde for vilket derivatan till

y = 75 antar sitt storsta varde.

1 <+ 74(, 0,6x

3717 éraojem 4¢ I RE

S . ° ® _ —
M > 004N = e Q=
75 = 2
O = 1+ 74 ¢ 06x
20
g(x) = f'(x)
O . = ; 15
148 e¥* + 5476 (e) 1
A
A = Extremum(g, —3.876,21.655) : 10
O
— (7.173, 11.25)
5
+
AN mm——
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5
a
10
o}
15

3224 | en rak cirkular kon med basradien x cm,
hojden h cm och volymen y cm? dr summan
av hojden och basdiametern 12 cm.

Bestam konens maximivolym.

T e (TR 1o D% T o

V') = T(§r-2v%) = 20r (4- 1)

Y"I«o’ V%a =D o4 Lo
V()= T(5-4r) =47 (2-r)

Y ¢
Y (5) <o => Mamarde

3

Wtzy =12 => h=12-2¢

1
vy = TLA22R) 63 e

3



3225 Bestam konstanten a sa att f(x) = x? + a/x
far ett lokalt minimum for x = 2.

3128, ftv- Zx-:-i

3
=72 =5 zzé = 4A:16
pa

3226 Vattendjupet y m vid en hamninfart
t h efter midnatt ges av ekvationen

y = 10 + 3 cos kt, dar k ar en konstant.
a) Ange vattendjupet vid lagvatten
respektive vid hogvatten.

b) Berdakna och tolka storsta vardet for y’
om tiden mellan lagvatten och hogvatten

ar 6 timmar.

ZH0 Zn _
= - 2/b = —_ = ~ 7 -
< T 6=12h > Ik ‘

Vasuet shier/Sjunkes med waxhastighehon I mfl,



3227 Sok eventuella extremvarden till

\]x—l
b's

a)y=x*-Inx b) f(x) =

3117%. 4) y': I¥: |wx + X ¢;4(2L-.71+l)

y'se X#o = Xze

1

(

Extvewvardet {(é’*}; —{é,cw;f - -4

b f’(xw z(x- 2 K = (%~ 1)/

"‘L

f/(%’¢0 => X L K-/ =D



3228 Undersok hur antalet rotter till ekvationen
2x?-3x%2 4+ 1 + a = 0 varierar med talet a.

[
2728, {(x):zx’z,c 1 +a

fE1=ex"-tx = bx(x-1)
florz=0 = o, =

Fx)- 1256 = 6(2x-1)
Fliix) = f) <0 => Maxpualt (o, )= (2, 1#a)
£16)= F )50 = Mipudct (1, f) = (1,4)

Ifa

aso = 4 welishalle
Az0 = 1 nollskheu
-1 {A<0 => 72 uonﬂ':sntq
Az-1 =2 2 wnolthley

(1)
A<~ =2 1 puolgmihe




3229 Figuren visar en del av den rata linjen
y = 4 —x. Vid rotation kring x-axeln
alstrar figurens rektangel en cylinder.

Berakna maximivardet for cylinderns
volym.

Ay

3119. \/(x):‘lT(‘t—'%)l'x :77(;42'3’)(24"/674)

VI6) = T (T 16X 416) =35 (- e x+ 2) =

.4
= Ir(x-4)(x-%

vizo x4 => w2

Vi) = T(ex-1¢)

\/“(f‘é) =M(S-16) L0 = Maxvarde f(i):‘{,wu’/: 298 v.e,
R O



3230 Bestam konstanterna a och b sa att
f(x) =x3+ ax* + bx

har ett lokalt maximum for x = -1
och ett lokalt minimum for x = 3.

31730, {"(%)z 3 2ax 4 = 2 (x +Qz"x+/)
EXWPWUW F;‘r Kz-1 och X=3 =5
'f(x) (£+1)(x-2) =0 =>

(X1 (x-3)= X4 ~z—2->w é’-

ax-3 = X4 ’%‘x+% =>

‘2:}:~2 =D a=-3

-5 = b= -9

Mg W

Konbol + f'x)=tx+14

J = < i <
f( J<o & 2a-6<0 = a4<3 2,,7—4z443
{"3)%0 = (§tza>0 = a>-9 Ae-3 ok!

Konshrahtviag az-3 och b= -9




3231 Ett foretag ska tillverka sma burkar med
volymen 900 cm®. Burkarna ska vara
utan lock och ha formen av ett ratblock 7/
med kvadratisk bottenyta. Materialet till
sidoytorna kostar dubbelt sa mycket per
cm? som materialet till botten. }(

Vilka dimensioner pa burken ger liagsta
mojliga materialkostnad?

313/ . vz X'y =40

Au‘r/cj Koshead /cm1 {-gr LoWenn =z V =D
kolh&ftd«/‘m} ;f-gr Sfdoybfuﬂp =2

Z
K(x)= X7t +4xy oz = X+ 20

/ LoOVD
KE) = 2X - :l:—:;'
X
' . Y3 (kTH
K'=0 => = 2606V =2 X= 360D € k=0 1)2

|
Cu edl I/;»'Jw’w:ﬁ K= %o'v/;@ls,n

4

K'(x) = 24 l_‘t_‘/;o‘!’,o =2 Mt

*
50
y¢ ‘if-v’: ?—-—-7_" 253
1 ($.33

Dimensivnerna X=X*y=[53 XIS IX3E e




3232 | ett klot med radien 3,0 cm placeras en

rak cirkular kon med spetsen i klotets 1
G medelpunkt och basytans periferi pa v - b_“ = ‘g r l/’
klotytan (se figur). g 3

Bestam konens maximivolym.

(cm)

.
3131, (7= RE-h" =>
vy = TRW) 5 (a1 -0%)
3 3

Vit = Z(1-307) = 5 (3-07)
Vi ze =5 =203
vi(h = - 2f




3233
/7{ Cirkelsedchorns area =

1 1 T «
[ figuren dr AB diameter i en halvcirkel med = i , “T ) = -
radien 1 l.e. ZT"

For vilket viarde pa vinkeln x ar de fargade
omradenas sammanlagda area minst?

2737, h 2 e X

A (x) = T 1Y, Idmex_, %

z 72 z
1 1
Y x -
Alxy= o+ (Hhru X _ - T,
gas

A'@():O =D ‘I’W1X = | =D %1M(W{[}:.}'

3234 Grafen till ett tredjegradspolynom skar
koordinataxlarna som figuren visar.

Bestam polynomet.

Ay
10
/ X
—

73 2

2234 p(x)= k(:ﬁ?)("'l)z

fl"(o)‘&\o = ‘('Z'Q—Z)izlo => kz-g

P &) - 5 (x#3)(%-1)"
e e . e e e e e e e e



3235 Figuren visar en takkonstruktion, dar AC
och BD ar tva bjalkar.

Vilken ar den storsta sammanlagda
langden av dessa tva bjalkar?

_[_) (m) (’ ’/
6,0 «§
x 2 r
AL 1 C
B
Z2=biosX
2236, L=22+y )
y¢égmx

L= 12 LosX +bSmX
L’z-lZSéux b wsx

L'=0 = 128tuxXz2wsx =2 baul == => X=0Y44Y

1
o
"(x)= -1208% - 6540 X

y B ‘1
L' (0Mey) = -13.4 <0 => Max ledm-: L(AH)= 13,4 e




3236 En person befinner sig med en liten, barbar
gummibat i punkten A pa ena sidan av
en sjo med parallella strander. Han ska
forflytta sig fran A till en punkt B pa sjons
andra sida enligt figuren. Den totala tiden
for forflyttningen antas vara y's.

Han paddlar i 3,0 m/s och springer i 5,0 m/s.

270

a) Uttryck y som funktion av x (se figur).

b) Undersok grafiskt om han kan klara
forflyttningen under 2 min.

c¢) Bestam genom derivering den kortaste

tid forflyttningen kan ta.
T T
VIt xT  2%F0-x

+
2,0 50

Wik &)y -

b) N({,} X=728 ger Yoo 34 5

/ 4

L
3 \/;av"avxi 2

— 2 2z
Lo = 4x_Jawxt o> 25X, Fevex

Y g’

3 1
1

¢) y

”

/6

o] ez U 2BE - [Bhs z 2k 18
"3




3237 I ett halvklot med radien R inskrivs en rak
cirkuldr cylinder enligt figuren.

Bestam cylinderns
maximala
volym.
.- R=""11
%
Zz

,;qu'/ Kif(zf)i"' (é)’l L
Z 2.
«f 4 Jé
2) ]Z" 7(;)
Vix) 1 [4 T
Vi B -3
- = 1
vV =o = R 3xT o>« J4R" . 2R
[

R > T _K_;, R’ 11'(7!(;
G Rar I R 2 RN AL g
T 243 697 343 q '




3238 Undersok om arean av den i figuren
markerade rektangeln mellan kurvan
y=e > och x-axeln antar nagot storsta
véarde. Ange i sa fall detta i exakt form.

Ay
1

7 + = _ L
A(X)‘;O = )(::Z - /‘4""4_.)4’2"6
2 2
' -X "Xl 3 X
A= —b4xe —(sxe -S§x e )=

f

"z 73
Maxayean 7'A(v":1) = Qéz = 6 q4.€,



3301 For funktionen f galler att f(x) = 4x-1
@ a) Bestam en primitiv funktion till f(x).
b) Bestam samtliga primitiva funktioner

till £(20).

c¢) Bestam den primitiva funktion till f(x)
for vilken galler att F(-2) = 15.

2301, A)  Fp) e 2K -X
b) F&lz2X-x+¢C
) 2D re 1S =2 ¢

FE)=9x"-X 5

3302 Berdkna integralen
n/4 I3
a)]sin 2x dx b)jgdx
1 X

3701?/;’ ﬁ/"
- 1 _ vl
4) szxdx = K— “"Z" )o = 1&010 m%)-
o4
¢ ¢
7 z “ - =
) | Zdx ~[zw,<]’ . 92-0 22

~

s



3303 Berdkna arean av det fairgade omradet i
figuren.

Ay

%373,

3 1 g1?
A¢J(x+}xL-X;}JX s [’5/ « - %) =48 +22-72025 = 1.2 Ae.
4
(%4

3304 Bestam den primitiva funktion F(x)
till f(x) som uppfyller villkoret F(0) = 10

a) f(x) = 3e* b)f(x) = 24cos 3x

01X
3Z01 A) Fx)= -/Se¢e +c¢C
flo)-10 =y ¢ = Jo+/Se =28

’l,,’ZA/

Fey=z-/Se +2$

L} Fix) = § ssw IX ¥ ¢

Fey=10 => C=]0

Fixt= Ssewdx 410




3305 Berdkna arean av det fairgade omradet

1 figuren. " ’
m.am . Sluvrmuﬁ:rw(ot;
Y=+ 2 /(’ &.‘.z
i | 3 X-dx =2 = xs4

2z O
o4
T P T [ S o e T s
2 ok 6 3

3306 For funktionen f galler att f(x) = % +

< —
=

Bestam den primitiva funktion till f(x)
for vilken galler att F(4) = 0.

¢ 7
Fe F(x) = %«‘ 24x + ¢

20
E(9) =0 = -‘;‘3+4+c=o = c=-5

Crcy 2 X ade = X
Fex) = -4 2dx = 3




3307 Julia pastar foljande:
Eftersom derivatan av x? ar 2x och derivatan
av sin x ar cos x sa ar
x? - sinx
2
en primitiv funktion till f(x) = x - cos x.

F(x) =

Ar Julias pastaende sant eller falskt?
Motivera ditt svar.

i30% .
f(,() = Fég) = é(zg/xf/tfx +Xzzo! 74) }é X Lo8 X
fisthewdet ar Ll

3308 Bestam det positiva talet a sa att

a 2

j(2x + 1)dx = ]xi*dr

1 0

A .12
e8] [xux)t z [% )D

P4
A ta-7 = 4 t 41‘('%"67'0

(a-2)(a+3) =0 =5

Posiiva 4 =2



3309 Skissa figur och berakna arean av det
omrade som begransas av kurvan

a)y=x*-1 ochlinjen y=-x+5

b)y=e¢™ linjerna y=x+1, x=2
och x-axeln.

3309. A (=l z-x4
XT4x 6 =

()4+?)(x~2)‘-'0 = K73, K, =2

A= (-)H{ X*!)JK'[’X‘WK’—J

Xy ]

X -ﬁ/ -~ 'g“'ﬁ -
= -2412-5 (-3 I§+4) = 10-2+ 249

bo-le+2X15Y (285 20848

1]

*1 X3 5 o
A= J(%H)Jxa‘Jexch =z 57:4-7‘] +
=
Xy Xq
4 -1 -~
~[e) z a-(—‘;:)~(e~l)=§~eel,%a/e,




3310 Berdkna integralen

oftyo w]zie

2310,
e e
' - z Iz = &

) S T Jx [m(xm), m(e+1) -z = e +

'y | 4
b ’ Jx-{-/lu 2x41) | = L Igd = 13
) J’Zx&‘ T ( ja z T

0

3311 a) Visaatt x - Inx—-x ar en primitiv
funktion till Inx. |

b) Berdkna integralen jln xdx.
3201 &) F(x)= X-Imx-x

fo1=Fix)= ux +1-1 = e x

e
) [ e xdx —-[anx}ea e-e-(o-1)=|
f f



3312y
1? /v 3x2-6x

X
T >
1

a) Visa att arean av det fargade omradet i
figuren ar exakt 4 a.e.

b) Christoffer pastar att det finns ett positivt
heltal n sadant att

n

[(3x2-6x) =0

0

Undersok om detta ar sant.

771,

&
af A= S[Z/-éx)dx:[xz~ szl'- -§+1274 q.e.

7

b [x3 x’]:z 0




3313 Bestdam talet a sa att integralen

'D I (x — ax?)dx far vardet

0

a) 4 b) 0

2313,
T 4 T

A _
A) g(xwﬁ)dw‘f ; [’-‘;';’{ ] = 1
(4

b) 2-@:0 =) A=

3314 Ett foremal ror sig ratlinjigt.
Dess hastighet v (t) m/s ges av ekvationen

v(t) = 18t?-12, dar tartidenis.

a) Bestam vagfunktionen s (t),
om s (0) = 15.

b) Hur langt hinner kroppen fran
t =10 tll t =12?

4
2514, A) S = SV(HJ{' +C = pt7-12t £ 1S
o

3 3
b)Y s -s(e)= 612 -1212-C o 41210 = 43YY ws




3315 Berdkna integralen

4 n/2
a) J\l2x + 1dx d) j 8 sin xcos xdx
0 0

b) j (x%2 + 1)2%dx e) i x+1 dx

L \x

23S
4 3.4
26
/‘“) ;[ 1K1 dx = é[(’l)(‘('l) :)a‘;’;(.'lff" ()z —;-
n | ¢
b) J(X1+l) ,‘é‘ +Zx+t)A,4 f.[—-i'w‘ 1')(/)’“"" *lz
o o
7 3
X 4 L T el
c) J(T')sz[X+wa' > 724143 -1-0= 24,3
0 o
1

A/J muxmxdx-4Ss€uz,‘=2‘.w¢,‘\,i

‘ ‘f ' : 7 L1 5.6 1 3
74 z | _ s, ' 5
Q)S %;l J"'-J("*"“X’¢[£«*"]’ 2(5%5°3 ,;)
B 1 L 28
’ (X+3-3 i
f) | ——dx- 2 dx (x 3In(x43))dx =
+3
%43 X

0 © 4 l-’}mlt + 33



3316 Berakna integralen

a) [r2- hdh b) frz - hdr

0 0

¢
3306, : (42 B
4) J hdh = v“|= | = I§r
Z 7o
(o4
" z
3 hn
72 y =
2 3
0 e
3317 En sportbil haller i tidsintervallet p/;‘
0 <t < 25, dar t ar tiden i sekunder, - ,
en h;stighet vmt/s stom bestams av V(é) < /0 b
funktionen
- -0.Y%
v(t) = 10 - 056 J‘/’ y
a) Vilken hastighet har bilen da A ft} 74‘2 ~ ;/ A f
t =10 och da t = 25?

b) Bestam bilens acceleration da
t = 10 och da t = 25. St

f /
¢) Hur lngt hinner bilen under J(t} ﬂj V(i}/f - é/‘// p i
o

tids intervallet 0 <t < 25?

d) Bestam bilens medelhastighet

under tidsintervallet o o
-
0<t<25. ﬁ

05k ).56
2311, A,} V(lv) zlo 10 = 36,3 m/j ’ v(78)=10.28 =z (o F uf/j
-6,9Y - -0Y¢ z
b)  afle) = 5610 =2,03 w/it, A(28) 25426 =139 w5

LS
() Sas)=e4 -2 = 931

IR Gl e S LN Y R W P
T 2§ -0 5




3318 Rita kurvorna y = cosx och y = cos 2x
for 0 < x < m. De skér varandra delsien
punkt P pa y-axeln, dels i en punkt Q.

Berakna arean av det omrade som
begransas av kurvbagarna PQ.

3%|8,
(08 X = LOS LXK

X = +9x 401 2W

X220, n=| = X= =

v\\‘é}



3319 Medelvardet av en funktion f 6ver ett
G intervall a < x < b definieras av integralen

ﬁ If(X)dx

a

a) Finn medelvardet av f(x) = sinx
over intervallet 0 < x < .

b) Medelvardet av funktionen f(x) = 6/x?
over intervallet 1 <x<b,dar b > 1
ar lika med 1. Vilket varde har b?

3319, )
4) T"i-" SIW%JX = ~-;" [cosx] = -1 (1-
o

b-tb =b-L" =2 L-FL+6=z0 =>

(b-1)(k-¢)

L>r => bz



3320 Kurvan y = 4x -x? begransar tillsammans
med x-axeln ett omrade.
Vilj sjalv en linje som inte ar parallell med
axlarna och som delar omradet i tva delar
med lika stor area. Vilken ekvation far din
linje?

y = 974/7‘1'

1320

4-x"2kx = XTakx-4xzo X (x-@G-K)=o

XKyz0,X,= 4-k X214
7‘1 7(1' K;
A = X - - -x*)dx
At'Az =S J(Qx X -lkx)dx% J kx d % +J(l¢x x7)

Xy Xy X1
4-1¢ 4-15 4

g 3 7 1 3

4-Ky % - X :"kx J +[zx- 4=

[( Z 3 ]o | =/, 3
9-K

(kaf,(é'k); I (4- '5_) PRE TISA S V(7% ) R k)’
7 2 z 3 3

Elv, LISt éteojebm =% Kz 0.828 =% Y=z0O8I5X




3321 1 en kommun bedomer man att befolknings-
tatheten f(x) invanare per kvadrat-
kilometer varierar enligt formeln

8000
(x) =
f xx
dar x km ar avstandet till kommunens
centrum.
Hur manga personer bor det i cirkelringen J’(

frainx=1 till x=4?

131
JIA = 2% x dx

4 4

Mital WZnafb'-j{a;»JA = lémﬁj
t f

‘1
£ dx = 226707 1]

= ’Lzm’h'(zd) = 220vvW < lov SoD




3322 Antag att vi slumpvis véljer tva tal x och y,
@ sddanaatt 0 <x<moch 0 <y < 1.

Vad ar da sannolikheten att

a) y <sinx c) y <cos x
b)y>x d)y > 2x-x*?
7;21'/ 1w >
o pe ;ffmaéo"(’ [ca}x]ﬁ | y - (1)

T 2
T A
g e 2l B

7
y g %o Yax-<dx 5-(9-%y

-3
_

|




3323 Undersok sannolikheten for att andragrads-
'D ekvationen x> + px +q=0
har reella rotter, om p och q valjs slumpvis
som reella tal i intervallet

a) mellan O och 1
b) mellan 0 och 2

¢) mellan 0 och 4.

pd
1324 Reella vo Wey => ﬁf %




3324 En fallskarmshoppare landar slumpvis
inom ett kvadratiskt skogsomrade med
sidan 1 mil.

I omradets fyra horn finns radiosandare.

Vad ar sannolikheten att hon i sin radio kan
hora alla saindarna om rackvidden ar 1 mil?

1314

c A4 4B1+4( =
')'» A4+3IB+1¢ =

U‘H/‘ kendat )

|
T (Kwarkscirkel)

J3
L ‘, = +Z/_}g_/ﬁ,ll+c = | I/}tl kw&dﬂcb
fat 74 (Tri/«ujdarm + 2kl L%:«/‘tv 4.)

20 12-33-2%

L 4

3 3

3 7
= (= |- 777 4e=4-43

27 -3 ANIAIT
A+ 48 = |-4¢C= ~34'(Z+-3' Tz

7 W 1 Fi+693-24
T 27 s LT ——
A+ 38 7 e 53 i =
Q- 1246434 AT E sl
- 1z 3

A= (-4R-4c= 3-3WF4T _ o3¢
3




3327 Bestam med partiell integration

@ a)]x-ez‘dx b)jx-costdx
T31% 4
2% i 1t e e
) [kdx-xe - fiCaxacsTE-S e
7 2z z

b) [xw 14t = X Lsint< - [1 ) siugadn +<

Vo
=

Esiix + Lios2x +C
2 4

LgJM;Mj [ 6&0{, Clovn :

=~ v %) x=x= f [ &

f(x) = x e A/ integralsymbolic(f)
1
- % e (2x—1)+¢

O

O g(x) = x cos(2 x)
integralsymbolic(g)

+ Input... 2

- % cos(2 x) + % x sin(2 x) 4+ ¢

0



3328 Bestam
a) ].\' * In xdx b) sz - e*dx

2%1§.

1 1
o . X _ | XL p=
a Jx X Jdx - Joe X J¢x°’*/“’
2z

o le/%}(__}ﬁ t C
T 4

by (¥ €dx « X" - szfe“a/,z rC =

~
= xie"~ 21X € +j216xdx4’6 zé‘(/’-z:u-z)*t/

3329 Berakna

a)u‘[lxcos xdx b) llxz In xdx
%2319 .
/1 /’7/7,1171
A j KisXdx = [x/siwﬁ]"Jlf;wax
0 . L
/1 7/,
= [xséwc]at [osx) T %fl
(4

[~

b) KxﬂMx Jdx 4’,‘.;&«7( - /[L"?
I



3330 Berakna

j(zx + 1)(3x-1)dx

0

pa tva olika sitt, dels med partiell
integration, och dels genom att forst
multiplicera ihop parenteserna.

Blev resultatet detsamma?

7%3%0
1 yA

S(Hﬂ)(?x"’ O’X’[@X“)(%"%—x ]t'J 1,(2’.‘1.&)(1’( -

0 o

1 78 3 4 1
= [(2x+1)(%‘~74)‘)0- [% -~ X Jo z

= 5 4-0-440 =|

H 1 3 1 %

- 2 x - = -~ “%&
J(éx tx-1)dx {'Lw; x]ﬂ lb+1-72 = /&
(4



3331 Berakna

D .5

a) j(x + Inx) dx b) je‘ (x + 1)dx

1

z 7

f
¢ 4
< (£ #lehn] 00 £
e‘t

f ’ f
) (e*lcrdx = Joxdx +[e]) -

f
2 ["e")‘i' (<), "[57‘): S

1 7
426 -0-€+| =

ke

&

|

o

X+ lef‘]‘:

o



3332 Berdkna arean av det omrade som
begransas av kurvan y = xe™, x-axeln och
linjen x = 2.

2327 ,

t X1
A;Jxe"‘dx z[:%fé ] -
>

, [.,44’," Fl [é"]o c_g6t-e 4 » 0.59Y 4.,

o

Lo Swi "ﬁ ( éwof,obm ‘

AL LD OO 4L N

f(x) = xe ™ -

© 0 |¥

a = Integral(f,0,2)

— 0.594

-+ Input...




3333 Anna pastar att hon med partiell integration
(9 kan”bevisa”att0 = 1.
X X
o el 5 e ) 5 1
=xe jx ( xz)dx 1 +jxdx
1

Alltsi I%dx -4 J;dx

Subtrahera j% dx fran bida leden.

Resultat 0 = 1

Finn felet i Annas "bevis”.

3337,

J
VL’~J;J’< - mx+e,
WL = I+J;"Jx =tk 40,

TS S‘;zclx Kmr wike Subbyahesas fr/f;u b%j‘ [edn



3334 Kurvan y = sin x begransar tillsammans
med x-axeln och linjen x = m/2 ett omrade, ’]‘-/
vars tyngdpunkt betecknas (x;, y;). 1

Tyngdpunktens koordinater kan berdknas

o
med integralerna A:S Jit,,xdx = [éﬁ‘ 7(,‘) =l q.¢e,

Xp = % ‘]:xsin xdx - 71’/1
Yr= jj i vt A

dar A ar omradets area. s

Ange tyngdpunktens koordinater i exakt ’> X J /( 5!44 )4 J x

form och kontrollera rimligheten i svaret
med hjalp av figuren nedan. 0

Ay 7{/1

BB Yor 1 [ pintxds
(X7, yr) o
W/ Ty /2 My 7y,
Xy = sthtxa!x = [ xmx t Ja;xdx an;x) +[smx]
o

o

(05 1K= (48 X - S1TR = |-gidX ~sinx = [~ 250X =>

il Tifa 1A

< H{0-cos2x)dn = [x-Leiunx]) %

Q



3337 Ay |
@ /s e

A

.-

X
>

a

Det fargade omradet roterar runt x-axeln.
a) Berdkna rotationsvolymen da a = 2.

b) Berdkna a da rotationsvolymen ar
1007 v.e.

3%%2%.
i)  V=Ty dx = fie dx

a 1
_ 1x T" (7.3 z,‘ﬂ' & o
\/;Jd\/,;[ﬁe J,x = Z [e, J‘,’ Zée 4-,) = g",’L v, €,
o

b jﬂc“dx = loviw



3338 Kurvan y = 25 - x? begransar tillsammans
med positiva x-axeln ett begriansat omrade.

Berakna volymen av den kropp som bildas
da omradet roterar runt y-axeln.

233¢, X"z 25-y

clt/"1T;<1ny= 1:'(297)&7/
15 s s

~ | 1 _ pe
\/:Jdv 747(15 Wy = T [26y-27] - zs72 451 ve

7/

3339 Kurvan y = x(4 - x?) begransar tillsammans
med positiva x-axeln ett begransat omrade.

Berdakna volymen av den kropp som bildas
da omradet roterar runt x-axeln.

yA
2279, 4V= Ty dx=TX (4-x") dx

1 1
\/,;JJV =T J(lé[‘- fx"fx‘)‘lx =T
0 0

(6.8 %5 -$:31-21 +128 1S |oz4T
lo; . [05

|



3340 Ett omrade i forsta kvadranten begransas av

’!) kurvany = 1 och linjerna y = 0,5 och
x=05 %

Berakna volymen av den kropp som bildas
da omradet roterar runt x-axeln.

234>,

04

3341 Ett omrade i forsta kvadranten begréansas av >/

y-axeln, kurvan y = ] i - och linjen y = 1. ;.

Berakna volymen av den kropp som bildas
da omradet roterar runt y-axeln.

77y 1 s /

TFGS ~loS+5425-) = 7(zﬂ-tows’)f:zm’ ve

A
Vand



3342 Kurvan y = sinx, 0 < x < i, begransar
tillsammans med x-axeln ett omrade.

Visa att da omradet roterar runt x-axeln

bildas en kropp med volymen %l v.e.

2341 |

d,‘/;ﬁ')/z,dx z 7 r{-fxo!x

Lo8 DX = LoS'X ~$UaPX = |-l X - STt = 1= T80 X

o

f

Z
v- = Wj( wJZx)d)‘-_[X-—sw'Z%] =T
[

,

Z o Z

\




3343 En kropp har en cirkular basyta med
radien 1 langdenhet.

Berdakna kroppens volym, om varje mot
y-axeln vinkelratt plan som skar kroppen
har en snittyta som ar

a) en kvadrat

,/ / x>
% /

b) en liksidig triangel.

>
n
~< —

V= 2odx = 4(1-x") dx

f f 7 |

+ 24, L .
vz fdv = - J0-xdx = w [ 5T (- (1) 2 ve
~ ~ |




3344 En kropp har som basyta det omrade som
begrinsas av kurvan y = x/3, x-axeln och
linjen x = 8.

Berdkna kroppens volym, om varje mot
x-axeln vinkelratt plan som skar kroppen
har en snittyta som ar en likbent, ratvinklig
triangel med den rata vinkeln pa x-axeln.

/3
/;?‘1‘{/ A:' lzz .-x—
2 2

3345 En kropp har som basyta det omrade som
begriansas av de bada kurvorna y = x* och A)/
y = 8 —x?. Varje mot x-axeln vinkelratt plan
som skar kroppen har en snittyta som ar en
kvadrat.

Berdakna kroppens volym.

;(7'-: X-x¢ =D K= 41
11 1
A = (f'x1~x1)1’¢(x~2xi)1¢ L‘/~32x1+‘r¢"; dv=Adx
( f 1 y ’;’lgg ‘1%'( 1
V:zljd\/'/'l/j(é‘f’;‘ix +‘i¥},{y7’b‘“{’(' T + e :)0 -
o 0

7% ’/2}): ] 128 /S -285¢-8 + /283 ,1{?9/‘/ p
5 71— — 7 7

- 1{V\18 - — +
1( 3 /$ /S



3346 Visa att volymen av en pyramid med kvad-
ratisk basyta med sidan a kan berdknas

med formeln “Th dar h ar pyramidens hojd.

2340,

yeh(1-2) = x-a(1-)

1
Az xT= 4 (1-F)

JV~A47 3 ;u-gw,

h
J j(vl)ay-aﬂ(.

(o4

7
s

4(‘4"'4‘1':;




3348 Det omrade som begrénsas av kurvan
y = 16 —x?, positiva x-axeln och y-axeln
far rotera kring y-axeln. Rotationskroppen

delas upp i sk "cylindriska skal”. A) A\/; Qﬂx ’A% p 7/
Ay Ay
y=16 - x* l/”"" 5‘/7 J‘/
y Ax=20o

L) 4 1
x Vl-JJV:'ZﬁJ x(lt-x’)Jx =
(g

4\>/<i;;\¢-/\> .
'Lx‘{

P

a) Teckna volymen AV av det cylindriska _
skal som markerats i figuren. = Zi g’(

"
l, - Zﬁ'(lszla‘/) L7 ve,

b) Berakna rotationskroppens volym.

3349 Det omrade som begransas av kurvan
y = 4x-x?, x-axeln och linjen x =3
far rotera kring y-axeln.

a) Berdkna rotationskroppens volym

genom att anvanda metoden med
cylindriska skal.

b) Visa genom overslagsrakning att ditt
resultat ar rimligt.

34
A3, 4 dvz LiXdxy = 27 (4x™-%7) dx

% 1 _y?
K(‘IX X )dx = 27 L -k 30
0

- 20 (3¢ - {;’) =249

-

g
\/¢jd\/ = 17
(v

t) tn ylindey med yz3 oh h=3 =>

Vili4 35235~ 6Sve = Ja, roulinhet A Vim":j‘k/



3350,y Ay

"Pucken” ovanfor har volymen V = ntr?h.
Visa hur du far detta resultat med hjalp av
skalmetoden.

2360,  AV- ‘lﬁ)‘*Jﬂfh
f

J ]xﬂ %rh[ 1]r'~ 7rh

(o4
0

3351 Kurvan y = 3 - 2x-x? innesluter till-
sammans med positiva koordinataxlarna
ett omrade som roterar kring y-axeln.

Bestam rotationskroppens volym.

251 Y7o => xH41x-320

(x-1)(R*3) =7 d% 4 X

dv = 2rrxJ7</y= 217(?;<~2x1~//dx
f (

V= jJV 71 (774’2’( ~X )Jx’iu [27% 1X

(v 4

> 20 (2-5-2) 2 A 3

(1 -




3352 Berakna volymen av den rotationskropp y
som uppkommer da det omrade som
begrdnsas av kurvan y = 2x? -x* och
x-axeln i forsta kvadranten roterar kring
y-axeln.

3352,

AV = 2xdsey = 25 (2£7-x7) dx

1

1 » 7
| JJV: MIJ('Z;(;';/)J’P; % [é’.' ),;.J =g tlolve,
(%

p

3353 Det omrade som begréansas av kurvan y
'D y = kx-x?, dar k > 0, och x-axeln

far rotera forst kring x-axeln och sedan

kring y-axeln.

Bestam konstanten k sa att de bada
rotationskropparna far samma volym.

7163, v2x(k-x] K R

dv, =y dx = 7ot~ x)dx =1 (Win'- ZKx # ) dx

dVy = ‘L’axdxyz?f((k/x)d’( = 27 (kx'- x7) dx
(24
v"‘;vt/ > J =>
o ©
k; V; s b Yy
AL SO SEPRR R lok = 15K 4 LK 2 20K - 15K
Kq 7 3 2



3354 Ay

- -

Figuren visar en cylinder med tva punkter,
A och B i xy-planet.

Bestam en egen funktion, y = f(x),
som gar genom A och B.

Visa sedan hur du med hjalp av
tva rotationsvolymer kan bestimma
hela burkens volym.

2764 Y= 3x

JV, = Q/ﬁ}‘lx/‘/ = éﬁ)‘ya!x
Av, = rrx‘dy ;,’1'7/”’.47/

9
V= JJV +JJV : éﬂJx xf%(yﬁy SCqT 1T 2 8T ve.
o 0 q



3355 Det omrade som begransas av kurvan
y =+x,linjen y = x och linjen y = 2
far rotera kring linjen y = -1.

Berakna rotationskroppens volym.

/(‘7 4 /X;f‘;’L, ;{;zlj

4,z ((x+1) (@ +9)")dx
= 1T((¢+I)¢- (Vx4 t)t)olx

)\/1, }‘; z
\/:JJV’ “'JJV,L:ﬂJ[K‘AI'ZX"'”?"Z‘G‘”)‘{ﬁ/"'
£y Xz /

b Y
411}(4 X - zfx'l}J}("lTJ(x £x - 24%) dX +uj(ifx 24%) dx
(4

1
3T xdxT T yxdy "
XX """J cy[Ix-2 -2 -
’T[z 4 , 17( =3y
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3360 Kurvan y = % begransar tillsammans med

G x-axeln, linjen x = 1 ochlinjen x=1¢,t > 1,
ett omrade. Nar detta omrade, vars area
ar A(t), roterar runt x-axeln, bildas en
rotationskropp med volymen V(t).

a) Berakna A(2) och V(2).
b) Berakna A(10) och V(10). %

¢) Undersok om arean A(t) och volymen
V(t) narmar sig bestimda viarden da

vl O 1 ¢t
3360 . AA’ 7’;1&"&,4
Aw\/JdA :} dx - UMX] o £
{ 1
dv Ry dy - T L8
£ t
ity = [dv= | Ldv = 7[— - (1-2)
! [

A) A(ﬂf'/w‘Z} V) = 0.5T

L) Afte) zlmlo V(1= 0AM
) At) = O , £t24 Avean dfwrjml'
Vil > 7 4> 4 Volywe ionvugin b



