1 Los differentialekvationen
@a)y =2« b) y" = 3y Qy'=4

[ 4) y=x'4¢

3x
b y= (e

() y'z4x+¢,
vz X H XA,

2 Bestam den 16sning till ekvationen som
uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 5.

a)y'+4x=0 b)y’+3y=0

1, a) yr-2X4cC
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yz-2x'+5
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3 Om N ar antal invanare i en provins i ett land,
t ar efter ar 2000, sa géllde foljande samband
under en tioarsperiod:

dN _
dt

Beskriv i ord vad dessa samband innebar for
folkméangden i provinsen

= 0,01508  N(0) = 2,48 miljoner

7, !vafvlkM%JbVVﬂKh% A/ 6% av fo(lmwujhu
Af 2000 var fvlkmaujo’tn 7.48 mdllmtr,

4 Ett foretag som tillverkar och saljer cyklar
genomfor en reklamkampanj. Resultatet
blir att forsaljningen, som tidigare var
konstant, okar. Efter reklamkampanjen ar
andringstakten i antal sdlda cyklar vid varje
tidpunkt proportionell mot kvadratroten ur
antal cyklar som siljs just da.

Beskriv andringstakten i antalet salda cyklar
med en differentialekvation

a) fore reklamkampanjen
b) efter reklamkampanjen.

L[, A) 2:/:0
b ~/’= kJs_{ , k>o




5 Figuren visar riktningsfaltet till en
() differentialekvation.

100-

X
>
22

Vad hander enligt riktningsfaltet med en
losningskurva som uppfyller villkoret

a) y(0) = 10 b) y(0) = 150?
6 Funktionen y = iq ar en losning till
ay .

Y=

Bestam talet a.

.4 / i
b. ‘/"; ' 7/:~$'/( o
X
s
A= L. X= x> x=-2
Y 4 —
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7 Ett foremals rorelse beskrivs av ekvationen
(cil‘t} = elélo dar v ar hastigheten i m/s och t
ar tiden i sekunder. For hastighetsfunktionen
v(t) galler att v(0) = 0 och for vagfunktionen
s(t) galler att s(0) = 0.

Bestam vagfunktionen s(t).

t/10
T vty = 5¢ ¢,
V{p)=0 => 5+¢=0 =5 (z-§

/10
S+ [vierdt + ¢, = G0 -5 4 ¢,
S[foyz0 => So04(,z0 = (,z-50

/o
s(t)= 50€ -5t-5o




8 Anja p'm'lr att bade y, = e - sin 3x och
Yy, = €+ Cos 3\ aren losnmg, till differential-
ekvationen y" =10y’ - 34y.

Undesok om detta ar sant.

§. y, e Jm]x "
7 . 68 smIx+ € Zw.f}x ¢ (5;»“?’(*?:;;7,/)
Vi= y, z;e “gindx s 5 Z/pj]d(‘l’fé 3208 3K - € A S1eFx
z € (lbiw?ﬂ*?owf?x)

5 / g
Hi = e"(5'05m27(430¢d 7% = T g4 3?‘)’
. Z"(w;»’uzx‘*;’owﬂf‘) =vE o4

Y= 59 zas’% -
yt-‘}é [o.!?’é € Ism3x = é (5@171( 75w37‘)
Vi = y z;ews;,‘-lé’&;w?x /fe;wzx 445720;3,4
5"(!6405%-’)05%«%4)
HL = Z‘(&’Wos Ix -30SasIx = BY Los 3x) =

5% ,
¢ (Ibas3x-T0simdx) 2 Ve #




9 Ange den allmdnna losningen till ekvationen

y'-b _
-y

dar a och b ar konstanter och a # 0.

1. y’—Ayu,

aAxX
= Le + ¢,

, ax
y'= ace

4x AX
Ace -ace -al,=b =5

\
\
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10 Vilken lutning har en losningskurva till
differentialekvationen y’ = 0,1x + 0,2y
i punkten

a) (275,-90) b) (=275, 90)?
[o. a4 K- y’(zﬂ,-%)a 0.0-13540.1(-40) = 4.5

by K =y'(-135 40)z 0.1 (23§) 4 0.2 0 = 15



11 Rymdfysiker kan genom att analysera ljuset

(@) fran en stjarna bestaimma hur mycket av
amnet Uran-238 som finns kvar i stjarnan.
Da kan man avgora stjarnans alder.

Atomkarnor av Uran-238 sonderfaller med

en hastighet som ar proportionell mot antalet
kvarvarande atomkéarnor N vid tiden ¢ ar.

a) Stall upp en differentialekvation som
beskriver sonderfallet.

b) Bestam den allméanna losningen till
differentialekvationen da héalften av
antalet atomkarnor har sonderfallit
efter 4,5 - 107 ar.

Genom att analysera ljuset fran stjarnan

CS 31082-001 har fysikerna bestamt att det
aterstar ungefar 14,6 % av den ursprungliga
mangden Uran-238 som fanns i stjarnan da
den bildades.

¢) Bestam stjarnans alder. (NP)
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12 Vilka av kurvsegmenten kan inte vara en del
av en losningskurva till y’ = y? + x?

Ay
A
%\
B/ \C TAAN ;
A e
—2]/H

17, B’ F, G 92 yz0 mgjh 7/‘ hWa samon tecken

Soums X,
P P f " dd
A: Da X=0 wmaste v VAT storve am noll .

P D4 xz0 yro (06i40) ar y'z0 dus herisoutell

13 Differentialekvationen y’ + y = 3x + 2 haren
partikulédrlosning y, = kx + m.

Bestam konstanterna k och m.

I3 Y= YutY, 2 &M kx+

/ - X
V=-Ce +K
~(e AK+ (et Kx+m =3x4+2 =D

<=3
m=7-k=-|




14 a) Med losningar till ekvationer menas
vanligen tal som uppfyller vissa villkor.
T ex ar talet 3 en 16sning till tredjegrads-
ekvationen x*-27 = 0.
Vad menas med losningar till differential-
ekvationer?

b) Undersok om det finns ndgon 16sning
till differentialekvationen 3y’ - 10y = 0
som uppfyller de bada villkoren
y(0) =1 och y'(0) = 1? (NP)

s a) L:xumjm bl en Ji{«{raltwh’om Y mnh’jm
e fuakcboy

yE)=1 => (=]
(o
- X
y=e’
jo
(o 3»




15 Koldioxiden i atmosféaren okar bl a pa
grund av forbranning av fossila branslen.
Fore industrialismens genombrott uppgick
koldioxidhalten till 280 ppm (miljondelar).
Ar 1960 var halten 310 ppm och har sedan
dess okat med hastigheten 0,40 % per ar.

a) Stéll upp en differentialekvation som visar
hur koldioxidhalten y ppm forandras med
tiden x ar raknat fran 1960.

b) Nar det forindustriella vardet 280 ppm
har fordubblats anser vissa forskare att
medeltemperaturen vid jordytan kommer
att hojas 2-5 grader. Kommer denna
fordubbling att intraffa under 2000-talet?

¢) Slutsatsen i b) grundar sig pa anvandning
av en matematisk modell. Hur kan en
kritiker argumentera mot denna anvandning
av modellen? (NP)

5. 4)  ylzoeohy | y(e)z3/e

0.00Y &
b) y = 10 €

0.00Y X
2:780 = 3J0 € =9

l’\*‘ 1287 o s
X = J1e , ISoar = Ar Zlle

v,009

c) 3ku§vpj;tﬂkt¢u behover 1 fe vira WKongtrut




16 En sjo har under en lang tid fororenats av
{5 utsldpp frén en fabrik. Detta har medfort att
det nu finns cirka 500 kg fororeningar i sjon.

Fabriken sldapper ut cirka 100 kg fororeningar

per ar. Via ett vattendrag forsvinner arligen
10 % av mangden fororeningar fran sjon.

For att studera hur mangden fororeningar
(y kg) isjon forandras med tiden (¢t ar)

gar det att anvanda en matematisk modell i
form av foljande differentialekvation:

Y _ 100-0,1y och y(0) = 500

dt
. dy . >
a) Forklara hur-d—t = 100 - 0,1y hanger ihop

med forutsattningarna i texten.
b) Los differentialekvationen da y(0) = 500.

¢) Vad hander enligt modellen med méangden
fororeningar i sjon i ett langre tidsperspektiv?
(NP)

(b, 4)  Det billkowswey 100 Iﬁ//i’/ oM fgt’tvfuwtr’
0.1y K [ar

b) y‘w,ty:urv , yl(2)=50v

~0I
yf te +4

~0./
y':-p1ce”
“PI% ~00%
~p1€e +01ce £h1a =10V =5 4= /opD
7(0)7501’ =D CH+az=5pV =2 (=z-50D

-0,1%
y = [0V - 50D e

¢) lisw o = lovD | Mfqum froveasugay
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Al er mot (/DD kj ]




17 1 en skog samlas nedfallna 16v pa marken
med cirka 3 g per cm? och ar. Formultnings-
hastigheten ar 75 % per ar av lovméangden

Undersok vad som hander med de nedfallna
loven pa sikt.

I3, )’"Zwa‘f';y , Y€)= ©

""/7';7‘
)/5 (€ 4+ A
~0.35
\/"; /0,?§££'/ 1
~0.78 % ~0.75% 3
0358 - 3-035(e -0Fa D a:’ .4

0,75
\/(v):o = (fA=z0 =2 (~-4
“0,18%

y = ‘l(l~6

l/v/wy‘.-. 4 Pi Skt samlus Ltj/cm"’
yatwd




18 En biolog studerade tillvaxten for en nyfodd
blaval och fann att vikten y ton under de
forsta atta manaderna kunde beskrivas med
differentialekvationen

%—% = 0,27y dar t ar tiden i manader.

Nar valen var atta manader gammal viagde den
23 ton. For att beskriva valens vikt y kg efter
atta manaders alder anvander biologen den
logistiska tillvaxtmodellen

dy _ 0,27y(1 - L) dar t var valens alder
dt 150

i manader.

a) Vad vagde valen som nyfodd?

b) Med vilken hastighet 6kade valens vikt da
den var fyra manader gammal?

¢) Visa att funktionen '0 }

y= 150
1 + 48 . 6—0.271
logistiska tillvaxtmodellen.

ar en 1osning till den

d) Berdkna och jamfor valens vikt enligt de tva
modellerna dels for sma varden pa t dels for
stora varden pa t. Kommentera resultatet.

(g |
6) l’*L’Y =

4

(1+45¢

vez=oaty(1-X) = 405

~014£
-150 4§ Cox) e
0,17t ) 2z ""/l?t) +

Y':011y | i) 13
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y=Ce
W Z &4
R ki O e I T
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19 Finn en differentialekvation som har en
l6sningskurva som uppfyller

y0 =0 y=1 y@2=0

Kan du hitta fler differentialekvationer som
uppfyller samma villkor?

1
y=-x(x-2)= Ix-x "

ex1 y': 2-1%

= S0 (TX
y= s LX)

ext: ¥’z = s (X




20 Kalle ar inblandad i en arbetsplatsolycka dar ‘
han rikar inandas skadliga &ngor fran ett y = - k)/ y >/[¢°) 4 l’, oo ;41, Y(if) = 0,00 2«14

kemiskt preparat.

Det drojer ganska lange innan Kalle uppsoker -kt
ett sjukhus och inte forran 20 timmar efter

olyckan tas ett blodprov. Analysen visar att y = c e/
blodet innehaller 0,00372 mg/ml av det gift

som han inandats.

Efter ytterligare 8 timmar tas ett nytt blodprov d zvl(

och da har koncentrationen gift i blodet c e/ < 0 ’ (’tf ; } 1

sjunkit till 0,00219 mg/ml. '1f“ =

Lat oss anta att forandringshastigheten -

for giftkoncentrationen ar proportionell C e ”’ 0" 11 q

mot koncentrationen och lat y mg/ml vara 3

koncentrationen av gift i blodet t timmar efter {k ( a/ ad ; z

det forsta blodprovet. ﬂ/ 0o ;’3 T 0 001l q Lé
Lakaren vill ge medicinsk behandling om e & => k"' e ————— 2 ”/ﬂ 1
giftkoncentrationen vid nagot tillfélle varit (’/ oo Ly q ;

storre an 0,017 mg/ml. Finns det enligt
modellen nagon risk for att koncentrationen
av gift i Kalles blod varit sa hog? (NP) 0/ o 7 3 g

(= = 0014

-10.0,0067

&
-0.0662¢
10, y=(7,ol‘1€ =7 7/(")‘0,47/‘/_7

Ne/:‘ | koucenOAbonen var masimalt 14 ,uj,

L:JWCWj ( étt’vjébmf

(K] A 7L > O0O 4L N =2

f(x) := SolveODE(y" = —k y,(20,0.0037))

111
n

0.02
1

—kx
= f(x) := 93- 1 ¢

25000 e—20k
2 NSolve(f(28) = 0.0022)

— {k =0.0662}
h(x) := If(x > 0, Substitute($1, $2))
93 2500000000000 X )

25000 ¢ 350000000000

0.015

0.01

O - h(x) == |f<X Z 09

4 0.005




21 En snabb motorbat med massan 1200 kg ror a) Stall upp en differentialekvation for batens
@sig med hastigheten 30 m/s i lugnt vatten nar rorelse vid inbromsningen med hjélp av
batens motor plotsligt stannar. Baten bromsas diagrammet ovan.
in av vattnet och t sekunder efter det att

: S— : b) En 16sning till differentialekvationen ges av
batmotorn stannat ar batens hastighet v m/s.

. dv , uttrycket v = 1200 45¢ ¢ ir en konstant.
Batens hastighetsindring — i m/s? dr enligt 16t + C
dt Berdakna det varde som detta uttryck ger for
en modell beroende av hastigheten i kvadrat batens hastighet 2 sekunder efter det att
enligt nedanstaende graf. motorn stannat.

A Qv ¢) Bestam hur langt baten har rort sig efter
dt 200 400 600 800 1000 y2 . .

0 I ] Ty al e O RO o o o 2 sekunders inbromsning.

-5

-104

-154

a) V-t poi3 ,/" v(e) = 70

60V

b) V()= 30 => 1200 _ 20 => (= Yo
l6 94 C
iZov
Vz) = = 16.F ufs

i J6-24Ye

7 t 1
f
o s fvat = g | oo dt = 2 [lsteie)) -
0
o o

4 o




22 Differentialekvationen
y"+y"+y" "+ y=A(cosx + sinx) (1)
har en 16sning y, = xcos x och ekvationen
y" +y" +y"+y=0 (2) har en 16sning
Y, = B(e™+ cosx + sin x)

a) Bestam konstanterna A och B.

b) Ange samtliga l6sningar till ekvation (1).

11,
a) Yy, = B (€% osx +5i x )
yL: g (-e*-si X + s$x)

l = o '
Y’L:g(e‘~wsx-séux) J gf’ M“f‘uj

"/

NI 13(6"4-5%%-(4)!)()

)’i"’ XS X

y; z LoSX - XSk X

v = ~sw X ~(SiuX +X105X) = - 154X - X (oK
7/”’, z = 2cos% ~[cosx ~Xstox) = XSux - 2 ao5x

x/s‘%c- 305X - LS X - X GI% +wr7(~x.f/'/x + yzf/;x z A(os ¥ #5560 X)

~2(cosxAsiux )z A(osx+simx) = Az-2

b} Y = 7’,,47/( = ‘b?(e’x‘rmxa«;éwx) + Xcosx




23 Under ett regnvader fylls en vattentunna, med
hojden 90 cm, upp till bradden. Nar det slutar
regna lacker tunnan sa att vattennivan sjunker
med en hastighet som ar proportionell mot
kvadratroten ur vattendjupet.

Hur lange drojer det tills tunnan ar tom,
om nivan sjunker fran 90 cm till 85 cm
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f(x) := SolveODE(y" = —0.5345 ,/y, (0, 90))

O 1142761 , 3207
f(x) = 16000000 X — 2000 Y10 *+90

2 Solve(f = 0)
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