1 Bestam konstanten k i uttrycket
@ f(x) =sin3x + k-sinx sdatt f'(n/3) = 4

/, {’(,q;z W8 3K +I-cof x

oS Ak-cos T4 =
Y4

2 Py
3+ Ik Z-‘1

K = (4*3)/1 ’I_Lt'

2 Ett omrade begransas av y-axeln, linjen y = 2
och kurvan y = Vx.

a) Berakna omradets area.

b) Berdkna volymen av den rotationskropp
som uppkommer da omradet far rotera
kring y-axeln.

) X,=2 = X,=4

b) v = 17/‘.47 = ﬂy"dy
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3 Koloxidnivan y(x) ppm i en stad beror av
antalet registrerade bilar x.

Vad betyder det att y(a) = b och y'(a) =c,
dar a, b och ¢ ar positiva tal?

2 KeldjoXidmwivaw Zt( b di zwml&’t bilav ar 4.
okumjm av koldmadmwm M C j““ vid
bdpuukl’m 4 ankaled biliy 2y A,

4 Bestam talen a, b och ¢ sa att andragrads-
funktionen f(x) = ax? + bx + ¢ uppfyller
villkoren

f(0) =5, f'(0) = 4 och [f(x)dx =8

b, /f’(o)¢§ = (25
f(o1=4 => b=4

f
J‘f@"d{f{ =) [414'%4-5% z§ => az73
[y

[4,b,¢])=[3,4,5)




5 Antal individer i en insektspopulation ar en
funktion av tiden t dygn. Tillvaxthastigheten ar
5t individer/dygn.

Hur mycket 6kar populationen fran
t,=4tllt,=6?

5, in 5tdt
6

t, !
Jdy = | sta = ZIY < £(aene) - 5o
t, Y

?_o(ulﬂh’mw :k/a/ med 50 EMJ{VEJM

6 I sambandet y = kx? ar y och x funktioner

© av tiden t och k en konstant, k = %
Bestam x i det 6gonblick da
4y — 3 och 49X =g (NP)

dt dt
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b. v = kx
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2x + 1

7 Visa att for funktionen f(x) = g1ller att

f'(x) > 0 for alla x dar funktionen ar deﬁmcxad

1. f’LX)z 1[X+52'(2x+1) - 9 >0 A X#-5 4

2
(x+5)7" (x +5)
8 Ersitt f(x) = x - {x med en linjir
approximation kring x = 9.
g, 3
X) = /- (x ¥ ¥ - s / =
') = & — f(1)

V-9 = Y@ (x-4) Y@ A =
y-1% = 4,5 (%-4)
y=45x 135



9 Kurvan y = % roteras kring x-axeln (se fig.).
Ay .

p>1

a) Berdkna den markerade volymen da p = 2

X
>

b) Undersok om det finns nagot varde pa p
som gor att volymen blir dubbelt sa stor
som i a). (NP)

1. a)  JV=Tydx= gix

F
V= 7[8\/ = =W [i):fu'("i) 3 l.; v.€.




10 Undersok om ekvationen f’(x) = 0 har nagon
l6sning da

a) f(x) =x-e*
b) f(x) =Inx + In(2x + 1)

1% 02% X
[0, A) f/()()7 l/e, + X, = é (“"2’{)

{/(x)zo => |42x=0 => 1“’ Nz-L1

yd
o
b ‘X1z + #
) fex X 2%+ |
fl)=0 = -2 _ L
I+ X

Vey, funlhonen ¢ defimend for xzo

11 Bestam ix e ~dx

1 Tarkel mbgrebion: [fgdx-{ G- [f adx

JX@ll(xe -’Xé’j +4Jé dx = -



12
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Visa med derivata att

X422 - 1 for alla x.

fe) = X

{’(x): Qx;-‘zx z ZX(ZXt'!)

4

/ 1 g L
fw=0 = g0  «:-%=

N1\

{"y=12x" 2
{)=f)=-140 =5 maxiuenes,

{10) {5 b2 2400 = s




13 Figuren visar grafen till funktionen f.
o,

34

1T N\

X
—

2 5
a) Ar det sant att 2| f(x)dx = jf(x) dx?
0 2
Motivera ditt svar.
b) Bestam konstanten a sa att

[(f(0)-1,5)dx=0

13, a) vz 2|{x)dx=127.£=50 1

Ja,VLzl/L

me s 18F15+2750 J

[
il

a
LJ) J({(x,-li)dx:o =>
0

n (=15 =-07%
1 | 1.5-15127%-0.%
Z 4-185 3=z ~-05
4 658 =-05
5 | 25-1$5=z0 &« Az%



14 y = x? roterar runt y-axeln for y = 0 till 1
och y = yx roterar kring x-axeln for x = 0 till 1.

a) Berakna och jamfor rotationsvolymerna.
Vilken slutsats kan du dra?

b) Ge ett forslag pa en rotationsvolym som ar
lika stor som den som uppstar nar y = Inx
roterar runt x-axeln fran x = 1 till 2.

M. ) v, Xy =Tydy
f

V= {4y = T ve.
Z

¢ V:v = 117 v.e,

dv, = Ty dx = Txdx :

Z

f
pa [
Vl:JJVL’ - V/e/ -
(o4

b} y:ex roteyar kn’uj v-axe mellan 1 och 7,




15 Visa med derivatans definition att
pL_-_2

X x3
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/\

a) En cirkels diameter har samma langd som
sidan i en kvadrat.
Undersok vilken area som okar snabbast om
cirkelns radie och kvadratens sida okar med
samma hastighet.

b) Sidan i en liksidig triangel har samma langd
och okar med samma hastighet som sidan i
kvadraten.

Jamfor triangelareans forandringshastighet
med kvadratens och cirkelns.

6. X X
4 A- = dA.- = dx
d




17 For funktionen f galler att

D o - % + xl

Visa med derivata att funktionen

a) ar avtagande da x = 1.

b) har ett lokalt minimum och ange
minimipunktens koordinater.
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18 Ett paket har formen av ett ratblock med
kvadratisk basyta med sidan x dm,
hojden h dm och volymen y dm?®.
Summan av hojden och basytans omkrets
ar 21 dm.

a) Uttryck y som funktion av x.
b) Ange funktionens definitionsméangd.

¢) Ange med ett lampligt antal vardesiffror
paketets matt da dess volym ar maximal.

(S, A) X 4+ y= 1

y(x) = X = X (21-4x)

b cxs 24
) oxﬁ i

g ¥y yix-12x* = 6x(3-2x)
' 5 3
Y’O =D )("0 . X,L:Z
y'= 42-24%
V) (0150 => it
L] 74 /
Y("t)")’ (%)7 §1-§4 L0 =) mysi e~

faketet har mavinial yolyw
da X236 Jue ocht Wz21-935 = Fo0 dum




19 Da det omrade som begrénsas av kurvan Y
y = 8 - 2x? och de positiva koordinataxlarna
roterar kring y-axeln erhalls en kropp A.
Da samma omrade roterar kring x-axeln g
erhalls en kropp B.

Vilken av kropparna har storst volym?

1. dv, - ﬁ'x‘ny =‘ﬁ(4'{)&/

§
ajdi;‘:ﬂ'l"ty- £ - 1!'(?24(.):!67( v,e,
0

dv = gy'dx = T (§- 1K) x = T (bY- 225 4x") dx

z F s 1

o7 Togn- 3250 42717
Vg'Jé‘/‘;:ﬂ [6‘()( —;"f' = ]" z
o
756 128 lozY4
“’l{'(li?' —;'* 5)" "'t—ﬁ' v.e,
o2y 6Y
V. = vV = "'"VA

B 56 A IS




20 En liten sten kastas i en damm. Da skapas en
vag i form av en cirkel pa vattenytan.
Enligt en forenklad modell kan man anta
att cirkelns radie 6kar med den konstanta
hastigheten 1,5 m/s.

Med vilken hastighet andras cirkelytans
area 6,0 sekunder efter det att stenen traffat
vattenytan? (NP)

20, A=Tr"

JA = 2irdy ¥ vid 65 = 6.5 = 90 u

/

dA . B I amy 8- 2590018 5 237 2 86 s

dt dr dt




21 Medeltemperaturen under en tidsperiod
{2 fran a till b kan berdknas med formeln

1
b-a

dar y °C beskriver temperaturen som
funktion av tiden.

b

]dex

a

Pa en plats registrerades temperaturen under
ett dygn. Man fann att temperaturen kunde
beskrivas med funktionen

y =3sin(0,3x-3) + 7,7
dar x ar antalet timmar efter midnatt.

a) Berakna dygnets medeltemperatur.

b) Nar under dygnet 6kar temperaturen
snabbast, och hur snabbt 6kar den da? ’Z’(

tr
1. 4) Z'_‘,?(;;Lu(v,zxfz)a‘?:’f)dx;7:"-’[?,7’44050‘@}%’5)1:

f &
= 2 (1848 - 10c0s(42)+ 10 cos(-31) = 3.5 ¢

b) y’: 0.9 w0s(0.3%-3)
y':-0.1%5m1(0.3% - 3)
y”:a => pix-3= 0+nF
X= 104 1 333%
y@o)= 04 ‘e[l

’femi’Méi{'W‘“ okar snabbist KU (o wed 09 oé/k




22 Ange en exponentialfunktion som kring
x = 0 har den linjdara approximationen
=-2x+1

/

(7 V-1

A¥
f(x}:c/ém . fmr=ace

»f/[pjf.)/‘:,’z = a4l=-2
i , -1X
Valy exempdvis e=1 = for- €

23 Figuren visar grafen till funktionen y = e—?‘f Z} f
i intervallet x = 0. Fran en punkt P pa kurvan x
dras linjer mot x-axeln och y-axeln sd att en i T 10
rektangel bildas (se fig). A) A T 7‘ y il z X (&

Ay
1%

P(X, y) ‘

/ A=z0 =D X0 X7

vx

a) Bestam med derivata ett exakt véarde pa e/

-% ~¥%
Az xe -2xe " = 1xe (1-x)

rektangelns maximala area.

b) Bestam ett exakt virde pa arean som
begransas av kurvan i figuren, x-axeln
och linjen x = 1.
(NP

b) A = Ydx = 2x€ dx
f

ae [ dn= 2 (xE [0) -
2

e 0




24 Ange en valfri funktion y = g(x) som uppfyller

villkoren
Ig(x) dx =15 och g’(0) = 2 (NP)
14, ﬁ(%} s 2X+ A

&
(%1‘1'4%]’ =5

lb+4a-1-4 =5

o
ia=-(o0o => 4"-’-5

GE zx--—



25 En kurva definieras av formeln y =2sin x cos x.

a) Bestam en ekvation for kurvans tangent da
x=Tn/2.

b Kurvan, tangenten och den positiva y-axeln
begransar ett omrade.

Berakna omradets area.

5. 4 y = 1SinK oS K St 1%

y'z 7 cos 7X ’ y’(%):fz
§ Y@y H -1 =
jwix‘f‘ﬁ'

L) h(x)'&j-y'; ~IX 4T - Svv 2%
/s

(o4
7t T

{’—4"-

/1

A= J hix)d ¢ = ['7‘1‘?7@(""’;@5274]0

P
-~

)
7 2 7 -~ LY%F ae

L.%Jm'uj .

a = Integral(g(x) —f(x), 0, g) : 2

ﬁeojebﬂ( . @

a=1.4¢74




26 En gammal metod att bestimma priset pa en

vintunna gick till sa har: l”
Man stack in en mattstav i tapphalet S tills den /1.
nadde locket vid D. Langden SD = d anvéandes

sedan for att berakna vintunnans pris.

L h/2 1 h/2 3
S
D
Astronomen Johannes Kepler (1571-1630)
som studerade vintunnornas geometri ya V4 l’\L
(se historik sidan 157), pastod i borjan av 1> - —_—
1600-talet — utan hjalp av derivator — att man “

gor det basta kopetom h = 2d/\/§

Var Keplers pastaende riktigt?
Vintunnorna antas vara raka, cirkulara
cylindrar.

10 V= J‘lf Fly =

-0 => h= = 2 Ja, Kepless
172!1-2 ende vay

- b1l L0 =D WMaxinetais kon‘é“ ‘

\
|




27 Pa ett bord stér en rak cirkular cylinder med
radien R = 3,0 cm och hojden H = 6,0 cm.
Till cylindern tillverkas en rak cirkular kon
som ska sattas over cylindern sa att konens
baskant vilar pa bordet.

Bestam konens minsta mojliga volym %
med tva siffrors noggrannhet. (NP)

1%,
& Ve Txh
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28 Grafen till y = x? + ax har en minimipunkt.
Nar a varierar andras minimipunktens lage.

Visa att minimipunktens olika lagen kan
beskrivas av en parabel.

18, y=x1+4x

’2
vz 2Kt A ,

1
ﬂ’ﬁ"'
4 7

AL

pu --4 4 -
yl=o =3 x=2-2  y(-3)=

l \ 1
Mmim;,mul(f "('%,'% )

St %’,¢-% =D (x,-,(l) dvsg {(”,,,/'

29 Ett foretag tillverkar tatningsringar for ror i
olika storlekar. Alla ringar har bade hojden
och tjockleken 1 cm, men kan ha olika radier
(se figur 1).

Foretagets produktutvecklare funderar pa
att utoka sortimentet. De vill darfor veta
hur mycket materialatgangen okar for varje

radie

\ Ao

\ A

centimeter som tatningsringarnas radie okar.

Tatningsringar kan representeras matematiskt
genom rotation av trianglar runt x-axeln.

[ figur 2 och 3 ser du exempel pa detta. I dessa
figurer har ringarna runt radierna 1 cm resp.
2 cm.

Figur 1 Figur 2 Figur 3
Undersok och beskriv hur tatningsringarnas
volym forandras for varje centimeter som
radien Okar. (NP)

19,




dv = 217)//)6/47 = 2’7(“7’*7")’1)4)/

4 4 s 4|
4
WJ&V = 27 J(ry+y-y¢)dy = 717[5_:'71~ 4;- ]r z
1 r
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.'-‘—v
2 g4 Z 2
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ZT((V‘H);' (m;); ) ¢ (r+1) r’)

3
T ( z2(r+1) - Z(rﬂ);- 35" (y+1) +Zr’) =
2

W\

K 3 1 T (
= T ((r41) - v -3¢v" ) =2 (3v+1) = W(r+-
I () )= (a1 = wlrsd)

dm Y=+ => VD T((H—%)  dvs

v , “ L
okar yudiew med N eme olkar velywien wied 7



