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Sammanfattning

Trigonometrin ar ett stort och betydelsefullt omrade inom matematiken och har varit féremal fér
intresse inom en rad olika kulturer och civilisationer genom historien. | manga fall har det varit
astronomin och intresset av att kunna berdkna himlakropparnas rorelser som varit en drivande
faktor for trigonometrins utveckling. Avstandsmatning, positionering och navigering ar exempel
pa andra tidiga anvdandningsomraden. Idag anvénds trigonometrin for att beskriva en mangd olika
discipliner inom bade naturvetenskap och teknik.

Syftet med denna uppsats ar att ge lasaren en oversiktlig bild av trigonometrins utveckling genom
historien och forhoppningsvis ocksa ge inspiration till implementering av matematikens historia i
den ordinarie matematikundervisningen.
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Inledning

Enligt svenska akademins ordlista betyder ordet trigonometri “Vetenskapen om trianglars
vinklar”. Ordet kommer fran de grekiska orden “trigono” och ‘metron” som betyder ‘triangel’
respektive ‘att mata’.

Trigonometrin kan, i sin ursprungliga form, sagas vara en forlangning eller vidareutveckling av
geometrin. De allra forsta tecknen pa kunskaper om geometri aterfinns redan for omkring 4-
5000 ar sedan i faraonernas Egypten. De antika egyptierna och babylonierna kunde bland annat
berdkna relationerna mellan sidorna i likformiga trianglar och det finns vissa tecken pa att de
dven hade kannedom om relationen mellan cirkelns omkrets och diameter, det vill sdga det tal vi
idag bendamner pi. Det ar dock det antika Grekland som gett eftervarlden valdokumenterade
grundlaggande kunskaper infér det som i modern tid kommit att kallas trigonometri. Under
medeltiden, da den matematiska aktiviteten i Europa var lag, bibeholls grekernas kunskaper i
Mellandstern och Indien. Aven i Kina hade man tidigt goda kunskaper om praktisk trigonometri.
| Europa aterupptogs utvecklingen av trigonometrin under rendssansen och den blev da ocksa
en separat och sjalvstandig del av matematiken. Det var ocksa i rendssansens och barockens
Europa som de trigonometriska beteckningarna och den matematiska symbolik, sa som vi
kanner den idag kom till anvandning.

Trigonometrins historia ar enormt omfattande och ambitionen med denna uppsats ar pa intet satt
att vara heltackande, utan snarare att ge en oversiktlig bild av trigonometrins utveckling genom
historien. Jag kommer huvudsakligen fokusera pa trigonometrins utveckling i det antika Grekland
kompletterat med nagra nedslag i Mellandstern, Indien och Europa. Jag kommer ocksa att
begrdnsa mig till den sa kallade plana trigonometrin samt i viss man kopplingen mot algebran och
logaritmen. Jag uteldamnar darmed den historiska utvecklingen kring den sfariska trigonometrin.

Materialet i denna uppsats baseras i huvudsak pa litteraturstudier. De allra flesta referenskéllorna
ar hamtade fran Internet varfor den fulla korrektheten ej kan garanteras.



De trigonometriska funktionerna

Trigonometri beskrivs med specifika funktioner for vinklarna i en ratvinklig triangel. De sex vanliga
trigonometriska funktionerna kallas sinus (sin), cosinus (cos), tangens (tan), cotangent (cot), secant
(sec) och cosecant (csc). De fyra sistnamnda ar dock bara utvecklingar av sinus och cosinus dar,
tangens ar kvoten mellan sinus o cosinus, cotangens inversen av tangens, secanten inversen av
cosinus och slutligen cosecanten inversen av sinus. Alla har de dock sin egen geometriska
representation enligt figuren nedan.

Ordet sinus (eller sine) initierades pa 1100-talet av britten Robert av Chester! som éversatte manga
betydelsefulla historiska bécker fran arabiska till latin. Andra forfattare foljde efter och snart var
uttrycket etablerat i hela Europa. Den tyske matematikern Bartolomeus Pitiscus? (1561-1613) blev
den forsta att anvinda ordet trigonometri. Notationen sin anvindes férst 1624 av Edmund Gunter®
(1581-1626), en engelsk matematiker och astronom. Notationen fér de 6vriga trigonometriska
funktionerna introducerades kort darefter.

Sinusfunktionen for en vinkel representerar kvoten mellan en ratvinklig triangels motstaende katet
och hypotenusa. Cosinus representerar kvoten mellan narliggande katet och hypotenusa.
Tangensfunktionen blir saledes kvoten mellan motstaende och néarliggande katet.

Om tva sidor och en vinkel, alternativt om tva vinklar och en sida i en godtycklig triangel ar kdnda kan
samtliga vinklar och sidor berdknas med hjalp av de trigonometriska funktionerna.

B cot
sin
5]
K CcOoSs sec
/‘

1 Robert of Chester. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_of Chester
2 Bartholomaeus Pitiscus. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Bartholomaeus_Pitiscus
3 Edmund Gunter. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Gunter



Trigonometrin i antikens Grekland

Geometrins och trigonometrins utveckling i det antika Grekland stracker sig ungefarligen éver en
tidsperiod mellan 700 f.Kr och 300 e.Kr. Denna period kallas ofta den gyllene eran (eng. the Golden
Age). Grekerna influerades av och hamtade kunskaper bade fran Egyptierna och Babylonierna.
Datidens vetenskapsman hade ofta manga strangar pa sin lyra med kunskaper inom bade astronomi,
matematik, religion och filosofi. Till skillnad fran tidigare, da man sett matematiken som ett satt att
|6sa praktiska och vardagliga problem, sdg man nu matematikutvecklingen som en konstart i sig.

Alexandria* som grundades av Alexander den Store omkring 332 f.Kr., kom att bli Greklands och
vasterlandets mest betydelsefulla vetenskapliga centrum. Har huserade bland ménga andra Euklides®
(ca 325-265 f.Kr.) dar han forfattade sitt beromda verk Elementa. Verket kom att bli de mest
betydelsefulla matematiska bockerna i 6ver 2000 ar, genom sin grundliga och systematiska
behandling av bade tva- och tredimensionell geometri, kulminerande i de fem Platonska kropparna.

Det var ocksa i Alexandria under 200-talet fore Kristus som det gamla testamentet sammanstalldes
och dversattes till grekiska fér att komma framtida generationer till del. Det stora biblioteket® i
Alexandria grundades kring 280 f.Kr. och var under antiken det storsta i varlden. Vad som egentligen
hande med biblioteket &r omtvistat men enligt den romerske férfattaren Plutarchos’ (ca 46-120
e.Kr.) brann biblioteket ned 47 f.Kr. Eftervarlden gick ddarmed miste om en enorm kunskaps- och
kulturskatt.

Det var huvudsakligen genom Ptolemaios® (ca 90-170 e.Kr.) som de férsta idéerna kring trigonometri
blev presenterade for varlden genom hans stora verk AlImagest. Ptolemaios beskrev relationen
mellan de fyra sidorna och dess tva diagonaler for en fyrhorning inskriven i en cirkel. Det vi idag kallar
Ptolemaios sats. Han anvdande denna sats for utrakning av en trigonometrisk tabell, en sa kallad
kordatabell. Troligen var det dock Hipparchos® (ca 190-125 f.Kr.) som var den ursprungliga skaparen
av denna tabell.

Ptolemaios hade fler féregdngare inom geometrin. En av dem var Thales®® (ca 625-545 f.Kr.) som
visade att en triangel inritad i en cirkel, dar ena sidan representerar cirkelns diameter, alltid bildar en
ratvinklig triangel. Andra vélkidnda féregdngare var Pythagoras!! (ca 580-495 f.Kr.), mest kind for
Pythagoras sats, Euklides (ca 325-265 f.Kr.) vars beromda verk Elementa varit en av de stora
hérnpelarna inom matematiken, Diofantos'? ( ca 210-290 e.Kr.) med verket Arithmetika och
naturligtvis den mangsidige Archimedes®® (ca 287-212 f.Kr.) som bland mycket annat lyckades fa fram
ett ytterst noggrant narmevarde pa talet pi.

| foljande sektioner presenteras ett axplock av deras arbeten.

4 Brander, L. (2016). Det antika Alexandria. Hamtat fran http://www.alltomvetenskap.se/nyheter/det-antika-
alexandria

5 Euklides. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Euklides

8 Biblioteket i Alexandria. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Biblioteket_i_Alexandria
7 Plutarchos. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Plutarchos

8 ptolemaios. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Ptolemaios

% Hipparchos. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Hipparchos

10 Thales. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Thales

11 pythagoras. (2016). Himtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Pythagoras

12 piophantus. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus

13 Archimedes. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Arkimedes



Thales sats

Thales'* har fatt ge namn at Thales sats som visar att om A, B och C &r punkter pa en cirkel, dir sidan
AB &r en diameter, sa ar vinkeln ACB vinkelrat. Thales sats ar i sjalva verket ett specialfall av
Ptolemaios sats beskriven i ett kommande kapitel. Thales sats ar bevisad i Euklides verk Elementa.

Satsen kan bevisas genom att forst spegla triangeln ACB 6ver diametern AB, sedan spegla samma triangel
over den vertikala linjen vinkelratt mot AB. Parallellogrammet ADBE maste vara en rat rektangel eftersom
dess bagge diagonaler AB resp ED ar lika langa, d v s diametern.

Satsen kan ocksa bevisas genom att dra en linje fran origo till hornet C. Da fas tva likbenta trianglar AOC
och COB. Med dagens notation och vetskapen om att vinkelsumman ar 180 grader inses latt att summan
av vinklarna a och B maste bli 90 grader.

Vinkelsumman vid origo blir: (180° — 2a) + (180° — 2p) = 180°
a+f =90°
Om vi ersétter (180° — 2B) med 6 ser vi ocksa latt att a blir 6/2:

180° — 2a + 6 = 180°

R
*=3

14 Thales. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Thales



Pythagoras sats

Den valkanda Pythagoras sats anger férhallandet mellan en ratvinklig triangels sidor. Det finns ett
flertal olika satt att bevisa denna sats och ett av dem finns dokumenterade i Euklides Elementa.
Nedan visas dock det bevis som Pythagoras®® sjilv antas ha anvint. Satsen bevisas genom att rita en
ratvinklig triangel ABC och dela denna i tva delar genom att dra en linje fran hérnet C vinkelrdtt mot
sidan AB. Vi kan kalla skarningspunkten for D och ser att alla de tre trianglarna ar likformiga, d v s
dess vinklar ar lika och saledes ocksa deras sidférhallande. Observera att man inte behévde
kvadratrot for att beskriva detta samband. Grekerna hade svart for irrationella tal och ville inte riktigt
erkdanna dem.

BC BD

) ) ) AC AD
Trianglarnas sidor relaterar till varandra som B = och — = —

BC AB ~ AC

Saledes galler:
BC? = AB-BD och AC? = AB - AD
BC%?+ AC? = AB - (BD + AD)
BC? + AC? = AB?

15 pythagoras. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Pythagoras



Pythagoras tripplar

En Pythagoras trippel® bestar av tre positiva heltal a, b och c, sa att dessa bildar Pythagoras sats
a’+ b? = c% Den allra mest kinda trippeln (3, 4, 5) anvdndes redan av Egypterna for att praktiskt
kunna mata upp en rat vinkel. Man har dven funnit tabeller 6ver Pythagoras tripplar pa
Babyloniernas kilskriftstavlor. Figuren nedan visar kilskriftstavla Plimpton 3227 frdn G.A. Plimpton
Collection pa Columbia University.

Euiklides formulerade (med dagens notation) foljande samband for att generera Pythagoras tripplar.
Formlerna galler for alla heltal m och n storre @n noll. Sidorna a och b representerar den ratvinkliga
triangelns katetrar och c representerar hypotenusan.

a=m?—n? b=2mn, c=m?+n?

Sambandet kan latt satisfieras genom att satta in dem i Pythagoras sats.
a? + b%? = (m? —n?)? + (2mn)?
a’?+ b? = m* - 2m?n? + n* + 4m?n? = m* + 2m?n? + n*

a? +b%? = (m? +n?)? =2

18 pythagorean triple. (2016). Hamtat frén
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple#tProof_of Euclid.27s_formula
17 plimton 322. (2016). https://en.wikipedia.org/wiki/Plimpton_322



Parametrisering av enhetscirkeln

Euklides kunde baserat pa Pythagoras tripplar formulera en punkt!® pd enhetscirkeln. Nedan féljer en

redogorelse av denna med dagens notation.

Pythagoras tripplar:  (m? —n?)? + (2mn)? = (m? + n?)?

Genom att dividera hogerledet fas radien 1:

mz—n22+ 2mn 21
(mz + nz) (mz + nz) -
Division med m? ger:
— (M2 n
1- () 2

2 m 2 1
= (%)2) 0 (%)2)

Inférande av substitutionen ¢ = n/mger:

i L
1+ t2 1+t27
o . . o 1_t2 2t . o .
En punkt P pa enhetscirkeln blir sdledes P = ( , ) , vilket alltsa motsvarar cosinus och
1+t2° 1+t2
sinus for vinkeln @ i figuren nedan.
P
1
2t
1+
S}

18 wildberger, N. (2015). History of Greek Geometry. Hamtat fran https://cosmolearning.org/video-
lectures/history-greek-geometry-i/

10



Diofantos®® anvinde ca ett halvt sekel senare en ndgot annorlunda harledning® fér att parametrisera

enhetscirkeln. Han utgick fran en linje mellan cirkelns koordinat (-1, 0) och en punkt P pa cirkelns

periferi. Lutningen for denna linje bendamns t.

(_1, 0) — ‘

Linjens ekvation blir:
y=t(x+1)
Insatt i cirkelns ekvation fas:
x2+t2(x+1)%2=1
Vidareutveckling ger:
xZ+t2(x2+2x+1) =1
x2(1+tH)+2t2x+t>—-1=0

2t2x  t2 -1
+—=
1+t2 1+4t2

x? + 0

Om man ansatter féljande samband:

1—t2

x> —(1=-q)x—q=(x+1(x—q) dir q =T

ses latt att x har I6sningarna -1 och q. Den icketriviala I6sningen blir saledes:

1—t2
1+t2

X = vilket motsvarar cos(8)

och ur linjens ekvation fas da:

= vilket motsvarar sin(6
y 1+t2 ©)

Fran Thales sats ges ocksa att vinkeln vid (-1, 0) ar halften sa stor som & vilket ger att:

Y = t motsvarar tan(6/2)

19 Diophantus. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus
20 stillwell, J. (2010). Mathematics and Its History, Third Edition.

11



Cirkelkordan

Studierna av cirkeln och kordan betraktas av manga som nagot av starten for vad vi idag kallar
trigonometri. Kordafunktionen kan sparas redan fran Babyloniens kilskriftstavlor, men det var
troligen Hipparchos?! som forst satte upp en sa kallad kordatabell i samband med studerandet av
himlakropparnas rorelser. Han bendmns darfor av manga som trigonometrins fader. Hipparchos
skrev 12 bécker som tyvirr ej finns bevarade men Ptolemaios?? fran Alexandria dokumenterade
kordatabellen i sitt verk AlImagest.

crd(e)

Ptomelaios delade in cirkelns omkrets i 360 delar och dess diameter i 120 delar och anvande sig av ett
sexagesimalt talsystem. Han bérjade satta upp sin kordatabell?® med att utgd ifrdn en regelbunden
tiohorning och fortsatte sedan mot alltmer férfinad indelning med hjalp av interpolation. Som
exemplet visar nedan fick Ptomelaios fram mycket bra narmevéarden pa kordans langd.

Kordans langd
Sexagesimalt Decimalt
talsystem talsystem 2*sin(6/2)
crd(36°) | 37;04 05 37 +4/60+5/60? = 37.0681 37.08204
crd(72°) | 70;3203 70 +32/60+3/60% = 70.5342 70.53423
crd(60°) |60 60 = 60.0000 60.00000
crd(90°) | 84;5110 84 +51/60+10/60> = 84.8528 84.85281
crd(120°) |103; 55 23 103 +55/60+23/60%* = 103.9231 103.92305

21 Hipparchos. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Hipparchos
22 ptolemaios. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Ptolemaios
3 Johansson, B. (2013). Matematikens historia.

12



>

Genom att dra en bisektris vinkelratt mot kordan inses latt med dagens notation att:

cra(6) _ . 0
—, = sin (2)

crd(6) =2 -sin (3)

13



Ptolemaios sats
Ptolemaios?® har fatt ge namn at Ptolemaios sats som beskriver relationen mellan de fyra sidorna och
dess tva diagonaler for en fyrhorning inskriven i en cirkel.

Ett streck dras fran hérnet B till en punkt E pa strackan AC, sadan att vinklarna ABE och DBC blir lika
stora. Da ses latt att vinkeln ABD blir lika stor som vinkeln CBE. Vidare blir vinkeln ADB lika stor som
vinkeln ACB eftersom de star mot samma bage mellan A och B. Trianglarna ABD och EBC ar saledes
likformiga. Pa motsvarande satt blir trianglarna ABE och DBC likformiga.

AD AE DC

. . . CE
Trianglarnas sidor relaterar till varandra som — = — och — = —
BC BD AB BD

Saledes galler:

AC-BD = (AE + CE)-BD = AB-DC + AD - BC

Genom likformigheten mellan trianglarna APB och CPD far vi ur denna figur dven den valkdnda
kordasatsen:

AP _DP
BP  CP

AP -CP =DP-BP

24 ptolemaios. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Ptolemaios

14



Sinussatsen
Den valkanda sinussatsen anges i Euklides verk Elementa och beskriver forhallandet mellan en
godtycklig triangels sidor och dess motstaende vinklar.

B

AB-sin(a) | BC-sin(y)

a [ ]

Sinussatsen kan enkelt visas genom att dra en linje fran hornet B vinkelratt mot sidan AC. Med
dagens notation inses latt att langden pa denna linje kan beskrivas pa tva satt:

AB - sin(a) = BC - sin (y)

AB  BC
sin(y) ~ sin (@)

15



Cosinussatsen

Den valkanda cosinussatsen beskriver liksom sinussasten ett forhallande mellan en godtycklig
triangels sidor och dess motstaende vinklar.

AB-sin(a)

a
A [ ]

AB-cos(a) AC - AB-cos(a)

Cosinussatsen kan liksom sinussasten visas genom att dra en linje fran hornet B vinkelratt mot sidan
AC. Med dagens notation kan ldngden av denna linje da tecknas som AB - sin(a) och sidan AC kan
delasinidelarna AB - cos(a) och AC — AB - cos (@) sa som visas i figuren ovan. Pythagoras sats kan
sedan anvandas pa den hogra ratvinkliga triangeln enligt:

BC? = (AB - sin (a))? + (AC — AB - cos(@))?
BC? = AB? - sin (a)? + AC? + AB? - cos (a)? — 2+ AB - AC - cos(a)
D& sin (a)? + cos (a)? = 1 fas:

BC? = AB? + AC? —2- AB - AC - cos(q)
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Archimedes pi

Archimedes?® utgick ifrdn en utanpaliggande och en inskriven hexagon i anslutning till en cirkel nar
han berdknade ett ndrmevarde pa det irrationella talet pi. Genom att dela polygonerna i flera steg
kommer man allt ndrmare cirkelns omkrets och darmed ett allt battre ndrmevarde pa pi. Efter fyra
steg, nar den inre och yttre polygonen hade 96 sidor kunde han bestdmma vardet pa pi till mellan
3+1/7 (ca 3.1429) och 3+10/71 (ca 3.1408). Narmevardet kom att sta sig dnda fram till 1600-talet.
Med dagens datorteknik kan man na miljontals decimaler for talet pi.

En bisektris dras fran centrum pa cirkeln, A mot hexagonens sida, D. Genom att dra férlangning fran
Atill E, pa det satt som figuren visar blir trianglarna ABD och EBC likformiga:

BD AB
BC _ BE
BD AB
BD +CD AB + AE

BD(AB + AE) = AB(BD + CD)

Eftersom AE = AC = 1 fas: BD -AB + BD = AB -BD + AB - CD
BD _ 1B
CD

2 Archimedes. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Arkimedes
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Nedan visas principen (med dagens notation) som Archimedes anvande for att berdkna talet pi.

Notera att Archimedes utférde dessa berdakningar for hand och utan att anvanda kvadratrot.

Steg 1.
n=1
1
xn=x1=BC=—3
n 12 _1-12 1-12 1—3464
71—2 xn—z x1—2 \/§_'
Steg 2:
n=2
BD—AB
cD
AB = qn_y = (a-1)? + AC? = (xp_1)? + 1
BD x,_1—x, Xx1—Xy > 1 2
_— = = = 1 =4/(x -|-1= —2+1=_
CD X, X, qnl (1) (\/g) \/§
1
X = xl = \/§ = 1
2 1+q1 1+l 2+\/§
V3
_n-12 _2-12 _2-12 1 — 32154
n—z xn—2 xz—z 2+\/§—.
Steg 3:
n==4
1
=V(x)*+1= ’ 241
qz (x2) (2+\/§)
1
X2 2++/3
X3 = =
1+q2 1
1+ 241
(2+\/§)
_ 1
n-12 4-12 4-12
7= X, = Xy = : 243 — 3.1597
2 2 2 1
1+ 241
(2+\/§)

Genom att upprepa samma princip i fler steg nas ett allt battre narmevarde for talet pi.
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Trigonometrin i Mellanostern och Indien

Under medeltiden, da den matematiska aktiviteten i Europa var lag, bibeholls grekernas kunskaper i
Mellanéstern och Indien. Indierna var mycket intresserade av astronomi och kunde med hjalp av
sinusfunktionen bestamma relationen av avstandet mellan solen och manen till jorden med relativt
hog noggrannhet. Vid halv fullmane star solen direkt mot manen och bildar en rat vinkel mot jorden.
Man kunde d& méta vinkeln vid solen till (1/7) grad?®, motsvarande 400:1. Man kom alltsa fram till att
solen ligger 400 ganger langre fran jorden dn manen. Den mer exakta relationen har senare visat sig
vara 389.

Det var indiern Aryabhata?’ (476-550 e.Kr.) som forst definierade sinus och cosinus p& det sitt som
anvinds idag. Man anviande orden jya och kojya?® foér sinus respektive cosinus. Sjilva orden sinus och
cosinus harstammar dock frdn medeltidens Europa efter vissa misstolkade?® éversattningar till latin.
Aven om antikens greker kunde berédkna sinusfunktionen for ndgra vinklar ville de indiska
astronomerna kunna berdkna denna for en godtycklig vinkel. Aryabhata upptackte, genom
Pythagoras sats, en metod for konstruktion av en sinustabell som han dokumenterade i sin stora
skrift kallad Aryabhatiya.

Definitionen av tangens gjordes ca 300 ar senare av den berdmde persiske matematikern Al-
Khwarizimi®® (780-850).

Den persiske astronomen och matematikern Abu al Wafa al Buzjani®! (940-998) introducerade sedan
funktionerna secant, cotangent och cosecant funktionerna. Han etablerade ocksa flera
trigonometriska samband som exempelvis additionsformlerna som aterges i nasta sektion.

26 The Story of Mathematics. (2016). Hamtat fran http://www.storyofmathematics.com/indian.html

27 Aryabhata. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Aryabhata

28 History of trigonometry. (2016). Himtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/History_of trigonometry
2% Mouwitz, K. &. (2008). Matematiktermer fér skolan.

30 Al-Khwarizmi. (2016). Himtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Muhammad_ibn_Musa_al-Khwarizm
31 Abu al-Wafa' Buzjani. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Abu_al-Wafa%27_Buzjani
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Additionsformlerna

Det var, som angetts ovan, Abu al Wafa al Buzjani*? som férst introducerade additionsformlerna for
tva vinklar. Dessa beskrivs pa foljande satt:

sin (a + B) = sin(a) cos (B) £ cos(a) sin (B)
cos (a + ) = cos(a) cos (B) + sin(a) sin (B)

Dessa kan harledas genom att rita en ratvinklig triangel inskriven i en rektangel pa det satt som
figuren nedan visar, dar triangelns hypotenusa ges langden 1. Da motstaende sidor i rektangeln ar
lika Idnga inses att ovanstaende samband for sin(a + ) och cos(a + ) maste galla. Genom att
sedan byta tecken pa B fas dven beviset for sin(a — ) och cos(a — ).

cos(a+B) sin(a)-sin(R)

a+p
cos(a)-sin(B)

sin(B) a

sin(a+p) ®
cos

sin(a)-cos(B)

cos(a)-cos(p)

32 Abu al-Wafa' Buzjani. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Abu_al-Wafa%27_Buzjani
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Trigonometrin i Europa

Under medeltiden hade den kristna kyrkan en central roll i Europa. Jorden ansags vara platt och stod
i himlavalvets centrum. Matematisk och naturvetenskaplig forskning var inte nagot som kyrkan sag
som vidare betydelsefullt och som i vissa delar ansags sta i direkt motsats till den sanna kristna laran.
Under andra halvan av 1400-talet®? bérjade emellertid en ny virldsbild fa faste. Nir nya
vetenskapliga landvinningar och upptackter gjordes kunde kyrkan inte langre sta emot. Vid 1500-
talets borjan var det allmant kant att jorden var rund och kretsade kring solen. Sjofarten tog fart och
stora pakostade upptacktsresor inleddes. De europeiska stormakterna erévrade stora landomraden
runt om i varlden, sa kallade kolonier som férsag européerna med ravaror. Denna tid bendmns som
rendssansen, vilket betyder pdnyttfédelse.

Under rendssansen ateruppvacktes ocksa intresset for grekisk konst, litteratur och saledes dven
matematik i Europa. Man ansag sig ha aterupptackt antikens storhet efter att gamla 6versattningar
fran antika grekiska skrifter natt allmanheten. Bland de allra férsta europeiska vetenskapsméannen
kan speciellt nAmnas den tyske matematikern och astronomen Johannes Regiomontanus®* (1436-
1476) som dgnade en stor del av sin verksamma tid till att tolka och éversitta Ptolemaios® verk
Almagest. Han utgav bland annat skriften De triangulis omnimodis och anses vara den forste att
studera trigonometri som en separat lara inom matematiken.

Ett stort antal andra vetenskapsman tog upp de antika grekernas, arabernas och indiernas arbeten
och den matematiska utvecklingen tog ordentlig fart de kommande arhundradena. Speciellt namns
har ndgra av dem som haft stor betydelse fér trigonometrins utveckling: Francois Viéte3® (1540-
1603), James Gregory®’ (1638-1675), Roger Cotes® (1682-1716) och Leonard Euler®® (1707-1783).

Dessa herrar banade vag for nyfunna trigonometriska kopplingar mot algebran respektive
logaritmen. | kommande sektioner ges en inblick i dessa bagge kopplingar.

33 SO-rummet. (2016). Hamtat fran http://www.so-rummet.se/kategorier/historia/nya-tiden/renassans-
upptacktsresor-och-en-ny-varldsbild

34 Johannes Regiomontanus. (2016). Himtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Johannes_Regiomontanus

35 ptolemaios. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Ptolemaios

36 Francois Viete. (2016). Himtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7ois_Vi%C3%A8te

37 James Gregory. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/James_Gregory (matematiker)

38 Roger Cotes. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Cotes

39 |eonard Euler. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Kopplingen mot algebran
Den franske matematikern Francois Viéte*® fann ett samband mellan algebran och trigonometrin.
Han visade att man kunde |6sa tredjegradsekvationer genom att tredela en godtycklig vinkel. Viete

anvande cirkelkordor for sin redogorelse, men for enkelhetens skull redovisas sambandet nedan med

var moderna notation.

Om man utgar fran tredubbla vinkeln a kan man med hjalp av additionsformeln for cosinus teckna
detta som:

cos(3a) = cos(2a) cos(a) — sin(2a) sin (a)
Detta kan vidareutvecklas enligt foljande:
cos(3a) = (2 cos(a)? — 1) cos(a) — (2 sin(a) cos(a))sin (@)
cos(3a) = (2 cos(a)? — 1) cos(a) — 2 sin(a)? cos(a)
cos(3a) = 2 cos(a)® — cos(a) — 2(1 — cos(a)?)cos (a)
cos(3a) = 2 cos(a)® — cos(a) — 2 cos(a) + 2cos (a)?

cos(3a) = 4 cos(a)® — 3cos(a)

Detta innebér att for polynomet T(x)= 4x3 — 3x — cos(3a) finns en 16sning x = cos(a).

cos(3a) = 4x3 — 3x

Se foljande exempel pa en tredjegradsekvation:
4x3 -3 !
xX° —3x=—=
2
1
5= cos(120°)

cos(3a) = cos(120°) => a = 40°
En I6sning till ekvationen blir da:

X; = cos(40°) =~ 0,7660

Aven vinklarna 240° och 480° har cosinusvardet — > vilket ger oss de tva aterstaende l6sningarna:

X, = c0s(80°) =~ 0,1736 och x5 = cos(160°) =~ —0,9397

0 Francois Viete. (2016). Himtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A70is_Vi%C3%A8te
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Kopplingen mot logaritmen

Den brittiske matematikern Brook Taylor*! har fatt ge namn at Taylorutveckling som innebir att en

funktion kan representeras som en odandlig summa termer som beradknats ur funktionens derivata vid
en viss punkt. Redan tidigare under 1600-talet hade dock den skotske matematikern James Gregory*?

formulerat Taylorutveckling for trigonometriska funktioner.

Taylorutveckling for cosinus och sinus kan tecknas som:

o> @t °
COS(¢)__1_?+E_E+
. 0 95 @7
sm(cp)—— —?4'?—7-}‘"

Redan i antikens Grekland hade man funnit att vissa ekvationer saknar reella rétter. Denna

problematik togs upp i Europa under 1500-talet och ledde fram till fenomenet roten ur ett negativt

tal och ddrmed definitionen av komplexa tal. Den brittiske matematikern Roger Cotes*?, som for
dvrigt var en ndra medarbetare* till Isaac Newton®®, visade sambandet:

log (cos(¢p) + V—1-sin(p)) = V-1 ¢

Den otroligt produktive schweiziske matematikern Leonard Euler®® introducerade beteckningen
i = +vV—1 och fick ge namn at Eulers formel:

e!? = cos(¢p) +i - sin(p)

Eulers formel kan visas genom att ersitta Taylorutvecklingen for e!? med motsvarande
Taylorutvecklingar for cos(¢) och sin(¢) enligt ovan.

e'? kan Taylorutvecklas som:

"‘P—1+i£+i2¢ + + + + + + e
S TR 3! 4! 5! 6! 7!

41 Brook Taylor. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor

42 James Gregory. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/James_Gregory (matematiker)
4 Roger Cotes. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Cotes

44 Berg, L. (2016). Nagra exempel pd nyare matematik. Hégskolan Dalarna.

4 Isaac Newton. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/lsaac_Newton

46 |eonard Euler. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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men eftersom:

i?=-1, i3 =—i, it =+1, i° = +i, 6=—1,
kan vi istallet skriva e'® som:
el = 1+i(p—2—?—§+ﬁ—?+%—§g—?—%+"
D3 kan vi enkelt se att:
cos(p) +i-sin(p) = 1—2—?+Z—?—§—?+i(p—%+%—%+m
Vi kan ocksa ur detta notera Eulers identitet:
el = —1

= ¥
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Nagra ord om trigonometrins forgrundsgestalter

Thales (ca 625-545 f.Kr.)

Thales*” fran staden Miletos var en grekisk filosof, astronom och matematiker. Han tillhérde en av
Greklands sju vise man enligt Platons dialog Protagoras. Thales var en berest man som bland andra
lander varit i Egypten och hade kunskaper i geometri. Han menade att allt ar vatten och att allt kan
forklaras om vi kan forklara vatten. Han har fatt ge namn at Thales sats som visar att en inskriven
triangel i en cirkel vars ena sida ar diametern har en rat vinkel mot cirkelns periferi.

Pythagoras (ca 580-495 f.Kr.)

Pythagoras* féddes pd 6n Samos. Han var bekant med Thales och brukade beséka honom i Miletos.
Han reste ocksa till Egypten for att forkovra sig inom matematik och astronomi. Da Egypten
invaderats av den persiske kungen Kambyses II, férdes Pythagoras som krigsfange till Babylon déar
han studerade deras laror. Efter nagra ar atervande han till Samos men flyttade senare vidare till
Kroton i Italien dar han grundade en skola. Eleverna pa skolan kom att kalla sig Pythagoréer.
Pythagoras anses vara den forste att bevisa relationen mellan en ratvinklig triangels kateter och
hypotenusa och har darfor fatt ge namn at Pythagoras sats.

Euklides (ca 325-265 f.Kr.)

Euclides*® var en grekisk matematiker som var verksam i Alexandria i nuvarande Egypten. Man tror
att han som ung studerade i Aten vid Platons akademi innan han kom till Alexandria dar han var
verksam i 20-30 ar. Under sin tid i Alexandria skrev han nio till tio verk, av vilka bara en del finns
bevarade. Hans mest kdnda verk &r Stoicheia, eller Elementa pa latin. Elementa bestar av 13 bocker
om planfigurer, talteori, irrationella tal samt rymdgeometri. En stor del var Elementa var inte hans
eget verk utan en samling av nastan all datida kunskap kring geometri. Verket har anvants i olika
versioner som laromedel dnda in i vara dagar.

Archimedes (ca 287-212 f.Kr.)

Archimedes® féddes i hamnstaden Syrakusa pa Sicilien. Han utbildades i Alexandria men levde och
verkade i sin hemstad. Archimedes var oerh6rt mangsidig och konstruerade manga uppfinningar,
daribland katapulten som anvandes for att forsvara Sicilien mot Romarna. Han ar av manga betraktad
som en av de allra storsta matematikerna genom tiderna och kanske mest kand for Arkimedes
princip och Arkimedes skruv. Hans berdkning av ett narmevaérde till talet m kom att sta sig anda fram
till 1600-talet.

47 Thales. (2016). https://sv.wikipedia.org/wiki/Thales

8 pythagoras. (2016). https://sv.wikipedia.org/wiki/Pythagoras

4 EFuklides. (2016). https://sv.wikipedia.org/wiki/Euklides

50 Archimedes. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Arkimedes
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Hipparchos (ca 190-125 f.Kr.)

Hipparchos®! var en grekisk matematiker och astronom. Man vet inte s§ mycket om hans liv férutom
att han huvudsakligen verkade pa 6n Rhodos och tillbringade troligen en del tid dven i Alexandria.
Han lyckades forutspa solformorkelser och utforde den forsta stjarnkatalogen i vasterlandets
historia. Det mesta som ar kant om hans arbeten finns dokumenterat av hans efterféljare Ptolemaios
i hans verk Almagest. Dar beskrivs bland annat den foérsta kdnda trigonometriska tabellen i antikens
Grekland.

Ptolemaios (ca 90-170 e.Kr.)

Ptolemaios®?, benimns ofta som Ptolemy i engelsksprakig litteratur, var en Grekisk matematiker och
astronom. Han var verksam i Alexandria i nuvarande Egypten, dar han utforde en mangd
astronomiska observationer. Han stallde daven upp den sa kallade Ptolemaiska satsen, som sager att
summan av rektanglarna av de motstaende sidorna i en i en cirkel inskriven fyrhorning ar lika med
rektangeln av diagonalerna. Det ar osdkert hur stor del som var hans eget verk och hur mycket som
han aterberattat fran bland andra Hipparchos. Hans viktigaste verk var AImagest, dar han bland
annat dokumenterade den forsta trigonometriska tabellen (kordatabellen).

Diofantos (ca 210-290 e.Kr.)

Diofantos®® var verksam i Alexandria och var bland de férsta att anvinda symbolisk notation inom
matematiken. Han foérfattade det berémda verket Arithmetika i tretton bocker varav tio finns
bevarade. Diofantos har fatt ge namn at sa kallade diofantiska ekvationer pa formen Ax+By=C dar
A, B och Car heltal.

Aryabhata (476-550 e.Kr)

Aryabhata®* var en indisk astronom och matematiker fédd i staden Pataliputra. Troligen bodde och
studerade han viss tid i Kusumapura. Han forfattade skriften Aryabhatiya som en slags summering av
datidens vetskap inom matematik. Han definierade ocksa sinus och cosinus pa det satt som anvéands
idag.

Al-Khwarizimi (780-850)

Al-Khwarizimi®® var en persisk matematiker och astronom. Han studerade vid Bagdads ldrosite
Visdomens hus, dar han forfattade ett antal bocker inom bade algebra och trigonometri. Man vet
inte sd mycket om honom forutom hans bevarade skrifter. Al-Khwarizimi har dock fatt ge sitt namn
at ordet algoritm.

51 Hipparchos. (2016). https://sv.wikipedia.org/wiki/Hipparchos

52 ptolemaios. (2016). https://sv.wikipedia.org/wiki/Ptolemaios

53 Diophantus. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus

54 Aryabhata. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Aryabhata

55 Al-Khwarizmi. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Muhammad_ibn_Musa_al-Khwarizmi
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Abu al-Wafa’ Buzjani (940-998)

Abu al-Wafa’ Buzjani®® féddes i nuvarande Iran men flyttade vid 19 ars lder till Bagdad dar han levde
och studerade till sin dod. Han introducerade de trigonometriska funktionerna secant, cotangent och
cosecant och gjorde dven stora upptackter inom den sfariska trigonometrin.

Regiomontanus(1436-1476)

Johannes Regiomontanus®’ var en tysk matematiker och astronom som reste till Rom fér att studera
grekiska i syfte att 6versatta Ptolemaios verk AlImagest. Han utgav ocksa bland annat skriften De
triangulis omnimodis och blev genom dessa arbeten betydelsefull fo6r den fortsatta utvecklingen av
trigonometrin i Europa.

Francois Viéte (1540-1603)

Francois Viete®® var en fransman med den ovanliga kombinationen av att vara badde matematiker och
jurist. Han studerade i Paris och var nagon tid ledamot av 6verdomstolen i Rennes. Vid sidan av sitt
dmbete dgnade han studier i matematik och speciellt inom algebra och ekvationsteori.

Viete var den forste att anvanda symbolsk algebra pa det satt vi gor idag. Detta 6ppnade vagen for
mer generella I6sningar inom matematiken. Han var ocksa forst med att presentera en oandlig
produktserie for att berdkna talet pi, den sa kallade Vietes formel. Han hittade dven ett samband
mellan algebran och trigonometrin och kunde visa att en godtycklig tredjegradsekvation ar ekvivalent
med att tredela en godtycklig vinkel.

Edmund Gunter (1581-1626)

Edmund Gunter®® vare en engelsk matematiker och astronom. Han blev professor i astronomi vid
Gresham Collage i London. Gunter ar forknippad med flera uppfinningar, daribland sektorn som var
en slags foregangare till raknestickan samt Gunters kvadrant som bland annat kunde anvandas for att
bestamma aktuell tid pa dagen. Han skrev ocksa verket Canon triangulorum och blev den forste att
anvanda notationen sin.

James Gregory (1638-1675)

James Gregory®® var en skotsk matematiker, optiker och astronom. Han verkade som professor i
matematik vid universiteten i St: Andrews och Edinburgh. Gregory uppfann en ny typ av
reflekterande teleskop som fatt bara hans namn, Gregorianteleskopet. Inom trigonometrin
redovisade han sa kallade Taylorutvecklingar av sinus och cosinus bland mycket annat i sitt verk Vera
Circuli et Hyperbolae Quadratura.

¢ Abu al-Wafa' Buzjani. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Abu_al-Wafa%27_Buzjani

57 Johannes Regiomontanus. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Johannes_Regiomontanus
%8 Francois Viéte. (2016). Himtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A70is_Vi%C3%A8te

% Edmund Gunter. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Gunter

60 James Gregory. (2016). Himtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/James_Gregory (mathematician)
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Roger Cotes (1682-1716)

Roger Cotes®! var en engelsk matematiker vid universitetet i Cambridge och ar kanske mest kand for
att ha arbetat nara tillsammans med Isaac Newton infér Newtons publicering av hans berdmda
Principias andra utgava. Cotes var dven den som forst introducerade den formel som idag ar kand
som Eulers formel.

Leonard Euler (1707-1783)

Leonard Euler® var en schweizisk matematiker fédd i Basel. Euler var otroligt produktiv med mer dn
900 artiklar och matematiska bocker. Han studerade teologi och antika sprak i Basel samtidigt som
han utvecklade sin matematiska fardighet som elev hos Johann Bernoulli. Han ansl6t sig senare till en
av Johanns séner Daniell Bernoulli vid universitetet i Sankt Petersburg. Da denne lamnade Ryssland,
overtog Euler Bernoullis professorstjanst vid den matematiska avdelningen. Euler lamnade senare
dven han det oroliga Ryssland och tog plats vid den kungliga akademien i Berlin. Det var i Berlin han
publicerade sitt verk Introductio in analysin infinitorum som bland annat innehaller det som idag
kallas Eulers formel.

51 Roger Cotes. (2016). Hamtat fran https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Cotes
52 Jeonard Euler. (2016). Hamtat fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Diskussion

Jag har genom denna uppsats forsokt att ge en dversiktlig bild av hur trigonometrin utvecklats, fran
de antika grekernas geometriska bevis fram till senare dagars kopplingar mot algebran och
logaritmen. Som tidigare ndmnts ar historien inom omradet trigonometri enormt omfattande och
vissa avgransningar har darfor varit oundvikliga. Ett exempel pa uppslag till fortsatt arbete inom
samma omrade skulle kunna vara en férdjupning inom den sa kallade sfariska trigonometrin.

Enligt det centrala innehallet for ndgra av gymnasieskolans matematikkurser® ska undervisningen
bland annat behandla (kurskod inom parantes):

e Begreppen sinus, cosinus och tangens och metoder fér berdkning av vinklar och langder i
ratvinkliga trianglar. (MATMATO1c)

e |llustration av begreppen definition, sats och beuvis, till exempel med Pythagoras sats och
triangelns vinkelsumma. (MATMATO1c)

e Fordjupning av geometriska begrepp valda utifran karaktarsamnenas behov, till exempel
sinus, cosinus, tangens, vektorer och symmetrier. (MATMATO2a)

e Egenskaper hos cirkelns ekvation och enhetscirkeln for att definiera trigonometriska
begrepp. (MATMATO03c)

e Bevis och anvandning av cosinus- sinus- och areasatsen for en godtycklig triangel.
(MATMATO3c)

e Hantering av trigonometriska uttryck samt bevis och anvandning av trigonometriska formler
inklusive trigonometriska ettan och additionsformler. (MATMATO04)

e Algebraiska och grafiska metoder for att |6sa trigonometriska funktioner. (MATMATO04)

e Olika bevismetoder inom matematiken med exempel fran omradena aritmetik, algebra eller
geometri. (MATMATO04)

e Matematiska problem med anknytning till matematikens kulturhistoria. (Alla MATMAT)

Det dr mot bakgrund av ovanstaende centrala innehall som denna uppsats forfattats i syfte att
tydliggora trigonometrin ur ett historiskt perspektiv. Genom att visa de matematiska harledningarna
som lett fram till vara dagars trigonometriska samband vantas eleverna na dkad forstaelse for &mnet.
Som extra krydda laggs med férdel nagra ord om trigonometrins forgrundsgestalter in pa lamplig
tidpunkt i anslutning till undervisningen.

Av pedagogiska skal ar de matematiska bevisen i denna uppsats skrivna med dagens moderna
notation. Med den kunskapsniva vi har idag kan harledningarna i vissa fall uppfattas som triviala och
sjalvklara. Da ska man komma ihag att manga av dem tagit manskligheten flera arhundraden att
komma fram till. Det kan vara bra att ha i atanke da vi forsoker ldra ut dessa samband till vara elever.
Det till synes sjalvklara kan ibland vara mycket svart innan man har facit i hand.

Det har varit bade utvecklande och ett sant noje att forfatta denna uppsats. Jag hoppas att den ska
upplevas intressant och allmanbildande for bade larare och elever. Avslutningsvis hoppas jag ocksa
att den ska fungera som en inspirationskalla till implementering av matematikens historia i
samband med den ordinarie matematikundervisningen inom omradet trigonometri.

83 Skolverket. (2011). Amnesplaner i matematik fér gymnasiet 1-5. i Skolverket, Lédroplan, examensmdl och
gymnasiegemensamma dmnen f6r gymnasieskola.
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