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Resumé

Jeg vil i denne artikel tage udgangspunkt i at tælle antallet af forskellige slag, n̊ar man
sl̊ar et slag med to almindelige terninger. Dette generaliserer helt naturligt til at sl̊a et
slag med n terninger, der hver kan antage k forskellige værdier. Dette beskrives i kapitel
1, der kan læses af alle, der har haft matematik i gymnasiet.

I kapitel 2 tæller vi endnu engang antallet forskellige slag, men denne gang p̊a en lidt
anden m̊ade, der involverer ordnede partitioner. Dette giver nogle formler for sammen-
hængen mellem antallet af delmængder af en mængde og antallet af ordnede paritioner af
en mængden.

1 Et slag med to terninger

Husk p̊a, at binomialkoefficienten
(
n
k

)
betegner, hvor mange forskellige delmængder med k

elementer, man kan finde i en mængde med n elementer, og at(
n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

hvor n! = 1 · 2 · · · (n− 1) · n.
Jeg p̊ast̊ar, at der er

(
7
5

)
= 21 forskellige udfald af et slag med to terninger. Lad os

repræsentere hver 5-delmængde af 7-mængden s̊aledes: Vi lader x1, . . . , x5 betegne de ele-
menter, der er i delmængden, og O’er betegne dem, der ikke er i delmængden. Dvs delmæng-
den 1, 2, 4, 5, 7 ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} skriver vi som

x1x2Ox3x4Ox5

Jeg p̊ast̊ar nu, at hvert slag med to terninger, svarer til s̊adan en delmængde, og omvendt.
Denne delmængde svarer til slaget (3, 5) idet vi lader antallet af O’er før x1 være antallet
af 1’ere i slaget, antallet af O’er mellem x1 og x2 er antallet af 2’ere i slaget osv. S̊a vi ser
ovenfor, at der er et O mellem x2 og x3, s̊a derfor er der netop én 3’er, og der er et O mellem
x4 og x5, s̊a der er netop én 5’er.

Tilsvarende kan man givet et slag, fx (1, 4), konstruere en 5-delmængde af en 7-mængde,
i dette tilfælde

Ox1x2x3Ox5.

S̊a for at tælle antallet af forskellige slag med to terninger, kan vi istedet tælle antallet af
5-delmængder af en 7-mængde, og det er præcis

(
7
5

)
= 21.

P̊a tilsvarende vis er der, hvis man sl̊ar n terninger, der hver kan have k forskellige værdier,
i alt

(
n+k−1

k−1

)
forskellige slag.
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2 Ordnede partioner

Et klassisk kombinatorisk trick er, at tælle det samme p̊a to forskellige m̊ader, og p̊a den
m̊ade udlede nye formler. S̊a vi vil nu forsøge at tælle antallet af forskellige slag, hvis man
sl̊ar n terninger, der kan have k forskellige værdier.

Vi lader N = {0, 1, 2, . . .}. For k, n ∈ N, k ≥ 1 definerer vi

pk(n) = {(x1, . . . , xk) ∈ Nk | x1 + · · ·+ xk = n}.

S̊a pk(n) er alts̊a antallet af ordnede partioner af en n-mængde, hvor den tomme mængde kan
indg̊a i partitionen. Fx er p2(3) = 4 da

3 = 3 + 0 = 0 + 3 = 2 + 1 = 1 + 2.

Vi ser at p1(n) = 1 for alle n ∈ N og pk(0) = 1 for alle k ≥ 1, samt at

pk(n) =
n∑

i=0

pk−1(n− i).

Ud fra denne formel kan vi udregne pk(n) rekursivt.
Hvorfor har vi s̊a lyst til at undersøge disse tal? Ja, det er fordi jeg p̊ast̊ar, at antallet af

forskellige slag med to terninger kan bestemmes som p6(2) = 21. For hver partition (x1, . . . , x6)
med x1 + · · · + x6 = 2 svarer til et terningslag p̊a oplagt manér, idet xj angiver antal j’ere.
Fx er (0, 1, 0, 0, 1, 0) slaget (2, 5) og (0, 0, 2, 0, 0, 0) er (3, 3).

Helt generelt gælder, at hvis man sl̊ar n terninger, der hver kan antage k forskellige værdier,
s̊a kan man sl̊a pk(n) forskellige slag.

S̊a jævnfør argumentet i kapitel 1, har vi alts̊a

pk(n) =
(

n + k − 1
k − 1

)
,

og (
p

q

)
= pq+1(p− q).

hvis p > q. Vi har desuden den rekurssive formel(
n + k − 1

k − 1

)
=

n∑
i=0

(
n− i + k − 2

k − 2

)
eller tilsvarende (

p

q

)
=

p−q∑
i=0

(
p− i− 1

q − 1

)
.
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