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Kapitel 1

Definition og basale egenskaber

1.1 Definition

Definition 1.1.1 (Hadamard Matrix). Lad n € N og H € Mat,,(+1). Sa kaldes H en Hada-
mard Matrix af orden n, hvis

HH'" =nI (1.1.1)

Bemerkning 1.1.2. Definitionen ovenfor er sekvivalent med, at H er en ortogonalmatrix med
indgange +1, sa vi kan frit permutere raekker og s@jler. Desuden kan vi multiplicere raekker
og sgjler med —1, idet det bevarer ortogonalitet.

Man kan gange sgjler med —1, sa alle indgange i gverste reekke er 1. Det kaldes en nor-
maliseret Hadamard Matrix.

1.2 Ngdvendig eksistensbetingelse

Lad os nu vise fglgende ngdvendige eksistensbetingelse for Hadamard Matricer

Lemma 1.2.1. Lad n € N og lad H vere en Hadamard Matriz af orden n. Sa gelder at
n=1,2 ellern=0 (mod 4).

Bevis. At n kan veere enten eller 2 er klart. Sa lad os antage, at n > 3. Lad H vere en
Hadamard Matrix af orden n, og antag at H er normaliseret. Nu kan vi permutere sgjlerne i
H, sa de forste 3 raekker er pa folgende form (vi skriver + istedet for 1, og - istedet for -1).

+ o+ +

Antag, at der er a sgjler af den fgrste type, b af den naeste, ¢ af den tredje og d af den fjerde.
Sa har vi

a+b+c+d=n (1.2.1)
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Da raekkerne skal veaere ortogonale giver de indre produker af de tre forste raekker fglgende
ligninger

a+b—c—d=0
a—b—c+d=0
a—b+c—d=0

Laegges disse 3 ligninger sammen med (1.2.1) fas at
da=n
Daae Nman=0 (mod 4). O

Sa vi ved altsa, at Hadamard Matricer ngdvendigvis ma have orden 1, 2, eller en orden
der er delelig med 4. Det abenlyse spgrgsmal er nu, om der sa findes Hadamard Matricer af
alle disse ordner — det kaldes for Hadamard Formodningen. I denne opgave vil jeg se pa to
metoder der viser eksistensen af Hadamard Matricer for nogle ordner.

Den fgrste — Williamsons Metode — er en konstruktion der ender med en computersggning,
og er blevet brugt til at finde Hadamard Matricer af bestemte ordner.

Den anden giver eksistensen af en hel klasse Hadamard Matricer af orden 2!q for t > s
hvor s athaenger af ¢q. Her nar jeg dog ikke til samme resultat som de artikler jeg har skrevet
ud fra, idet jeg har fundet en fejl i disse. Denne fejl vil jeg ogsa bergre kort.

Ingen af disse har givet lgsningen til Hadamard Formodning, der den dag i dag star ulgst.



Kapitel 2

Williamsons metode

2.1 1Idé og indledning

Vi vil nu se pa en made at konstruere Hadamard Matricer kaldet Williamsons Metode. Den
er baseret pa, at multiplikations-matricen for quaternions ganget med sin egen transponerede
netop er normen for disse quaternions. Idéen formulerer vi i fglgende lemma.

Lemma 2.1.1. Lad n € N og lad Ay, Az, Az, Ay € Mat, (£1) vere symmestriske og antag de
kommuterer indbyrdes. Antag yderligere at

A2+ A3+ A% 4+ A% =4I, (2.1.1)
Sa er H € Mat,(£1) givet ved

Ay As As Ay
Ay Ay Ay As
A3 Ay A —A
Ay —A3 Ay A

H:

en Hadamard Matriz.

Bevis. Kan bevises ved direkte udregning. Antag at A3 + A3 + A3 + A2 = 4nl,. Sd er

Ay Ay A3 Ay Ay —Ay —A3 —Ay

gt | A A A A Ay A Ay —As

—As Ay Ay —A, Az —Ay A As

—Ay A3 Ay A Ay A3 Ay Ay

dnl,
4nl, B
_ i —4nl, (2.1.2)
4nl,

O

Det er ikke umiddelbart klart at det er nemmere at finde sadanne A;’er end at finde en
Hadamard Matrix ved blot at prgve sig frem. Men der findes faktisk en glimrende metode til

5
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at reducere problemet med at finde sadanne matricer vaesentligt. Lad os nu definere A;’erne
sa de kommuterer indbyrdes og er symmetriske. Det ggr vi pa fglgende made.

Lad n € N og lad U € Mat,,(0, 1) vaere matricen svarende til permutationen (123...n) €
S, dvs

0100 ...0
00 1 0
0001 ...0

u=| . . . .. . (2.1.3)
0000 ... 1
1000 ...0

Lad nu Aj, Ag, A, A4 vaere polynomier over U med koeficienter +1. Dvs (da U™ = I)
A; = ai7QI + CLZ'71U + (ILQUZ + -+ ai,n_lUnil a;; = x1 (2.1.4)

Da UUJ = UIU? for alle i, j vil A;’erne kommutere. Det ses at UT = U~ = U1, s& hvis
vi seetter a;n—j = a;; Yj =1,...,n—1vil A; veere symmetrisk. Desuden vil A;’erne vaere
+1-matricer.

A1, Ay, A3, Ay opfylder nu alt i lemma 2.1.1, undtagen ligningen (2.1.1). Vores mal er nu
at seette en computer til at finde koefficienterne, men fgr vi kan ggre det ma vi omskrive lidt
pa problemet, sa vores computer-sggning bliver nemmere.

2.2 En akvivalent betingelse

Vi vil fra nu af regne mere generelt, nemlig i grupperingen Z[G] = {co + c1u + cou? +
e u™ e eZ ,i=1,2,...,n—1}, hvor G = {u} er en cykliske gruppe frembragt af et
element u med u"™ = 1. Dvs at ord(G)|n. Lad os forst definere to forskellige typer af 4-tupler
af elementer i Z[G].

Definition 2.2.1 (Williamson-Type 1). Lad Vi, Vs, V3, V4 € Z[G]. Disse siges at vaere af
Williamson-Type 1 hvis de er pa formen

Vi=14vi1u+viou® + - + v, 10" i=1,2,3,4
hvor v; j = +1 og v; j = v;n—j for i = 1,2,3,4 og j > 0. Desuden skal
VE+ V5 + VE+ VP =dn

Bemarkning 2.2.2. Det ses, at hvis Ay, Ao, Az, A € Z|U] som givet i (2.1.4) er af Williamson-
Type 1 giver Lemma 2.1.1 pa forrige side og vores overvejelser i kapitel 2.1 en Hadamard
Matrix af orden n.

Definition 2.2.3 (Williamson-Type 2). Lad Wy, Wy, W3, Wy € Z[G]. Disse siges at veere af
Williamson-Type 2 hvis de er pa formen

Wi =14 wiju+wigu® + - +wi, u™ ' i=1,2,34

hvor w; j € {—2,0,2} og w;; = w;,—j for i = 1,2,3,4 og j > 0, og hvor der for alle j kun
findes netop ét ¢ sa w; j # 0. Desuden skal der gaelde fplgende lighed

W2+ Wi+ W2+WE=dn
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Seetning 2.2.4 (Williamson). Antag at n er ulige og lad Vi, Va, V3, Vy € Z|G]. Lad Wy, Wa, W3, Wy €
Z|G] veere givet ved

1 1
W1:§(—V1+V2+V3+V4) W2=§(V1—V2+V3+V4)
1 1
Ws = g(Vi+Vo—Vs+ Vi) Wi=g(Vi+ Vot Vs =V

Sa gelder

Vi, Vo, V3, Vi er af Williamson-Type 1 <— Wy, Wo, W3, Wy er af Williamson-Type 2
Bevis. Lad Vi, Vo, V3, Vy € Z[G] og lad Wy, Wa, W3, Wy € Z[G] veere givet som ovenfor, dvs.
Wi =1(Vi + Vo + V3 + Vi —2V;) for i = 1,2,3,4.

(=) Antagforst at Vi, Vo, V3, Vy € Z[G] er af Williamson-Type 1. Vi vil nu vise, at Wy, Wa, W3, Wy
er af Williamson-Type 2. Lad os nu dele V;’erne op i positiv og negativ del

P, = Z u N; = Z W i=1,2,3,4
Jlvij=1 Jlvij=—1

Sa har vi fori =1,2,3,4

Lad nu
T=1+u+---+u"!

Saer T = P;+ N; og dermed er V; = 2P; — T for alle i. Da V;’erne er af Williamson-Type 1,
har vi
VE+VE+VE+VE =4n

Og da V; = 2P; — T for alle i bliver det
(2P, —T)* + (2P, = T)? + (2Ps = T)> + (2P, — T)* = 4n (2.2.1)

Lad p; = #{j |vi; = 1} betegne antallet af positive led i V;, dvs antallet af led i P;. Lad os
nu bemaerke, at w/T = T for alle j, da v+ = u/. Vi far da fplgende identiteter

TP=T{ > W)= > T=pT
Jlvij=1 Jlvi =1

T*=TA+u+--+u") =nT
for i = 1,2,3,4. Lad os nu regne lidt pa et af leddene pa VS af (2.2.1).
(2P — T)? = 4P? — APT + T? = 4P? — 4p,T + nT
Indseettes dette i (2.2.1) fas
4P} + P§ + P5 + P7) — A(p1 + p2 + p3 + pa)T + 4nT = 4dn

eller sckvivalent
P+ Py +P{+Pl=(p1+p2a+ps+pi—n)T +n (2.2.2)

Lad os nu vise fglgende pastand
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Pastand. Lad k € {1,2,...n—1}. Sa findes indbyrdes forskellige i1, 72, i3 8a v;, = Vi k = Viy k

Da V;’erne er af Williamson-Type 1, har vi for j > 0 at v; j = v;,,—j, sa de positive led
optraeder parvist. Da v; 9 = 1 er der derfor et ulige antal positive led i V; - dvs at p; er ulige
for alle 7. Da vi i seetningen har antaget at n er ulige er p; + p2 + p3 + pg —n derfor et ulige tal.
I ligningen (2.2.2) har u? derfor en ulige koefficient for alle j > 0 (nemlig p1 +pa +p3 +ps —n).
0’te grads-leddet bliver lige (nemlig p; + p2 + ps + ps. Derfor bliver HS i (2.2.2) folgende i
modulus 2

n—1
(pr+p2+p3+ps—n)T+n= Z u’ (mod 2)
j=1
Lad os nu se pa VS i (2.2.2) i modulus 2
2
PP=| M W) = 3 @2+ Y 2wi= Y u¥ (mod?2)
Jlvi =1 Jlwi ;=1 J#EM | vy m=v;,j=1 Jlvij=1

Sa (2.2.2) bliver folgende i modulus 2

n—1
Z u¥ 2 u¥ o+ 2 u¥ + Z TR Zuj (mod 2) (2.2.3)
j=1

Jlvi=1 Jlvz,;=1 Jlvs, =1 Jlva =1

Lad nu k € {1,2,...,n — 1} vaere givet. Lad os nu bemaerke, at da n er ulige findes der
et entydigt ¢ € {1,2,...n — 1} sa u® = u?*, thi hvis 2k < n — 1, seet da ¢ = 2k, og hvis
2k = n, st da ¢ = 2k —n — 1. Det ses at u® optreeder med koefficient 1 1 HS af (2.2.3), dvs
u ma indga i enten 1 eller 3 af summene pa VS. Altsa ma v indga i 1 eller 3 af P;’erne.
I tilfeeldet hvor det er i 1 af dem, seet da i1,19,i3 til at veere de tre andre, hvor vi sa har
Vi k = Vigk = Vigr = —1. I tilfeeldet hvor u¥ indgar i 3 af dem, seet da i1, ig, i3 til at veere
disse 3. Sa er vy, 1 = Vi, p = Viy x = +1. Dette viser vores pastand.

Vi er nu klar til at vise, at W, erne er af Williamson-Type 2. Her er flere ting at vise. Lad
os fgrst bemeerke, at man ved direkte udregning og ved at udnytte at W; = %(Vl +Vo+ V3 +
Vi—2V;) og VE+ VZ+ V2 +VE=4dnkan se at WZ + W3 + W2 + W2 = 4n.

Lad os nu vise, at w; o = 1 for alle . Da v; o = 1 for alle ¢ har vi at

1
Wi = 5(111,0 + w20 +v30 + V40— 20;0) =1

Lad os sa vise, at for j > 0 er w;; € {0, £2}. Dette fas af vores pastand ovenfor, for lad
i=1,2,3,40g ke {l,2,...n— 1} veere givet. Sa er

1
Wi = i(vl,k +vog + U3k + Vak — 205 k)

Vi ved at der findes i1,12,43 sa v;, x = Viy k = Vi, k- Lad os antage at disse er +1. Antag at
vores givne 7 ikke er et af disse. Da er v;;, = —1. Sa er

1 1
Wik = 5 (Vi o + Vig o + Vig o = Vi) = 5(3 = (=1)) =2

Antag nu at vores givne i er blandt de 3 ens, der er +1. Sa er

wigk =0
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Tilsvarende udregninger viser, at hvis de tre er negative, er w;; = 0 hvis vores givne 7 er
blandt de 3, og w; , = —2 hvis ikke. I begge tilfaelde er netop en af w; ;,’erne ikke nul for hvert
1. Det er et andet af betingelserne for Williamson-Type 2.

Lad os nu vise, at w; ; = w; ,—;. Dette geelder da v; j = v; ,—;. For vi har for alle 4, j at

1
wij = (Vi + vz + 3+ va = 2vi)
1

= 5 (VLn—j + V20— + U3n—j + Vin—j = Win—j) = Win-j

(<) Antag at Wy, Wy, W3, Wy er af Williamson-Type 2. V;’erne er givet ved

1 1
V1=§(—W1+W2+W3+W4) szi(Wl—Wg—i-Wg—i-W@

1 1
V3=§(W1+W2—W3+W4) wzi(W1+W2+W3—W4)

Thi lad i = 1,2, 3,4 givet, sa er

1 1
*(—V1+V2+V3+V4)+§(V1—Vz+%+‘/4)

2

1 1
2(W1+W2+W3+W4—2VVZ')=2{

1
+ (V1+V2—V3+V4)+2(V1+V2+V3—V4)—(V1+V2+%+W—2W)}=V;

N =

Lad os nu vise, at V;’erne er af Williamson-Type 1. Lad os forst bemzerke, at man ved kan
ved direkte udregning kan se at V2 + V2 + V2 + V2 = 4n
Lad os nu vise, at v; j = 1 for alle 4, j. Lad 4, j givet. Det ses at

1
Vij = 5(Wig +wej + ws,j + wa; — 2wiy)

Da W;’erne er af Williamson-Type 2, er praecis en af koefficienterne pa HS enten 2 eller —2.
Antag at det er netop w; ;. Sa er

1
Vij = (Wi +we +wsy +wyy — 2wiy) = £1

Hvis det ikke er w; ; fas samme resultat. Tilbage er nu at vise, at v; ; = v;,,—; for alle 4, j.
Men dette geelder da w; ; = w; ,—; for alle 4, j, thi

Vi j = %(ww + wo j + w3 j + wa; — 2w ;)
= %(wl,n,j +Wop j+W3pj+ Wan—j — 2Win—j) = Vin—j
O
Koefficienterne til W;’erne ma vere lidt nemmere at finde, da vi for givet 5 kun har

en koefficient forskellig fra 0 i netop én af W;’erne. Tidligere havde vi for hvert k 2% = 16
forskellige valg til v; ;,’erne. Nu har vi 4 - 2 = 8 valg til w; ;,’erne.
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2.3 Endnu en skvivalent betingelse

Lad os nu indfgre endnu en type 4-tuppel af polynomier over wu.

Definition 2.3.1 (Williamson-Type 3). Lad Wy, Wa, W3, Wy € Z[u]. Disse siges at vaere af
Williamson-Type 3, hvis W2 + W3 + W3 + W2 = 4n og

W;=1+P—N; (2.3.1)

Hvor A ‘ ‘ ‘
P = 2 2(u? +u"7) N; = Z 2(uw! +u")
JEZ; JjeN;
og Z;’erne og A;'erne tilsammen udggr en disjunkt forening af {1,2,...,(n — 1)/2} under
fglgende betingelser: For ¢ = 1,2, 3,4 skal gaelde

m; hvis k;
—m; hvis k;

1 (mod 4)

3 (mod 4 (2.3.2)

P = |N/| = {

hvor m;’erne er defineret ved k‘f = (1 +4m;)? hvor k; := |Z;:& w; |-

At man kan finde entydige m;’er sa den sidste betingelse er opfyldt skal lige overvejes. Lad
os fgrst bemaerke at da w; o = 1 og w;; € {£2,0} for j > 0 er k;’erne ulige. Lad os sa vise
eksistensen og entydigheden af et sadant m i fplgende lemma.

Lemma 2.3.2. Lad k € 7 vere et positivt ulige tal. Sa findes entydigt m € 7 sa
E* = (1 + 4m)?

Og ydermere geelder, at hvis k =1 (mod 4) sda er m ikke-negativ og hvis k = 3 (mod 4) er m
tkke-positiv.

Bevis. Der er to tilfeelde
o k=1 (mod4): Saer k =4d+ 1 for et d € Z. Seet da m = d.

e k=3 (mod 4): Sier k =4d — 1 for et d € Z. Dvs. at k? = (—(4d — 1))? = (1 — 4d).
Seet derfor m = —d

Da d i begge tilfeelde er ikke-negativ, har vi vores betingelse pa m. Entydigheden far vi pa
fglgende made. Antag at bade my og ma opfylder at k? = (1 4 4m;)?. Sa er

(1 +4m1)? = (1 4 4my)?

Dvs at
1+4m;g = £(1 4 4mo)

Hvis 1+ 4my = 1 + 4mg er my = mg. Hvis 1 + 4m; = —(1 + 4my) far vi at
1/24+my = —mgy

Men da bade my og ms er hele tal, kan det ikke lade sig ggre. Altsa ma mq = ms.
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Vi vil nu vise, at det at vaere Williamson-Type 2 og Williamson-Type 3 er det samme.

Saetning 2.3.3. Lad n vere ulige og lad Wi, Wo, W3, Wy € Z|G]. Sa er Wi, Wa, W3, Wy af
Williamson-Type 2 hvis og kun hvis de er af Williamson Type 3.

Beuvis. Der er to veje at vise. Lad forst Wy, Wa, W3, Wy € Z[G] veere af Williamson-Type 2.
Lad k; = ]27;01 wj j| for i = 1,2,3,4. Lad m;,i = 1,2,3,4 veere givet sa k? = (1 +4m;)?, som
givet i Lemma 2.3.2 pa forrige side.
Lad nu et i € {1,2,3,4} veere givet. Seet nu y; = v’ +u" 7. Da w; j = w; ,; for alle j har
vi at
Wi=1+wjjyj +--+ Wi 5, Yjp, (2.3.3)

for passende j; € {1,2,...,(n—1)/2},1 = 1,...,p. Dette geelder for alle u med u" = 1, sa hvis
vi seetter u = 1 far vi at y; = 2 for alle j sa

Wi =1+ Qwim + -+ Qwi’jp

Men dette er jo praecis summen af W;’s koefficienter, der jo er defineret til at veere k;. Da vi
har ligheden k2 = (1 + 4m;)? har vi sa
(1+4m)? = & = (14 2w, j, + - + 2w j,)?

7]13

Da m; var entydig, har vi sa at
dm; = 2w,~7j1 + -4 2wi7jp

eller sckvivalent
le — wi,jl + P + w’l:,jp (2.3.4)

Lad os nu dele op i to tilfzelde:

ki =1 (mod 4) — Sa er m; ikke-negativ ifglge Lemma 2.3.2 pa modstaende side. Husk nu
at w; j, = +2 for alle [. Sa hvis (2.3.4) skal gaelde, ma m; af w; j,’erne veere lig med 2— disse
jrler skal ligge i &; — og resten skal veere skiftevist 2 og -2, s& de ophaever hinanden. Disse
ji'er skal veere 1 hendholdsvis &; og .#;. Sammenholdes dette med (2.3.3) far vi praecis formen
i (2.4.3).

ki =3 (mod 4) — Her er m; ikke-positiv ifglge Lemma 2.3.2 pa forrige side. Med samme
argumentation som ovenfor, ma |m;| af w; j,’erne veere lig med -2 — disse j;er skal ligge i 7,
og resten skal veere skiftevis 2 og -2 sa de opheever hinanden. Det opnas ved at de laegges i
henheoldsvis & og 4. Sammenholdes dette med (2.3.3) far vi preecis formen i (2.4.3)

Det ses, at i begge tilfeelde er (2.4.2 opfyldt. Tilbage er at vise, at &;’erne og .4, erne
tilsammen udggr en disjunkt partition af {1,2,...,(n — 1)/2}. Lad os forst bemeerke, at for
et givet i, er & og A; disjunkte ifglge vores konstruktion ovenfor. Og af definitionen af
Williamson-Type 2 far vi, at for hvert j > 0 er w; ; # 0 for netop et 7. Sa et givet j indgar i
en af & eller 4] for netop et i. Og da alle w; ;’er indgar i en af W;’erne, og ethvert j derfor
indgar i en af meengderne, har vi en disjunkt partition.

Antag nu, at W;’erne er af Williamson-Type 3. Vi vil nu vise at de ogsa er af Williamson-
Type 2. Seet igen y; = u! + u"J. Per antagelse opfylder de at W2 + W3 + W32 + W2 = 4n.
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Vi vil nu vise, at w; o = 1 for alle i. Men det ses direkte af (2.4.3). Her ses det ogsa, at alle
w; ;'er ma vaere 0 eller 2.

At w;; = w;,—j for alle 7 og j ses af, at da y; = u; + u,—j, vil uj og u,—; have samme
koefficient 1 W; for et givet i.

Tilbage er at vise, at for givet j, er netop een af w; ;’erne forskellig fra nul. Sa lad j givet.
Da w;; = w;y,—; kan vi antage at j < (n — 1)/2. Da Z;’erne og .4;’erne udggr en disjunkt
partition af {1,2,..., (n—1)/2} ligger j i netop en af disse. Derfor vil kun en af W;’erne have
w; ; forskellig fra nul. O

Korollar 2.3.4. Lad n > 0 vere ulige, og lad By, Bo, Bs, By € Z[U]|. St
1
A, = 5(31 + Bs + By + By —23,’) 1=1,2,3,4

Antag at By, B, B3, By er af Williamson-Type 8, sa findes en Hadamard Matriz af orden n

Bevis. Dette fas umiddelbart af Ssetning 2.3.3 pa forrige side, Saetning 2.2.4 pa side 7 og
Bemszerkning 2.2.2 pa side 6. O

Nu er vi klar til en sggning efter polynomier over U af Williamson-Type 3. Lad os nu
kigge pa fglgende lemma, der siger os noget om for hvilke k;’er vi behgver at lave en sggning.

Lemma 2.3.5. Lad Wy, Wa, W3, Wy € Z|G] vere af Williamson-Type 3. Sa opfylder k; erne
dn =k} + k3 + k3 + k3
hvor k; := Z;‘:ol wj ;. Desuden er alle k; ’erne ulige.
Bewvis. W;’erne er pa formen
Wi = wi o + wi 1w+ wiou? + -+ + wip u™ i=1,2,3,4

Vi har antaget at u opfylder u™ = 1. Det opfyldes specielt af 1, sa hvis vi saetter u = 1 far vi
n—1
Wil =Y wigl =k i=1,2,3,4
j=0

Hvoraf pastanden sa fglger, da W2 + W3 + W2 + W2 = 4n. At alle k;’erne er ulige far vi af,
at w; o =1 og w; j = +2 for j > 0. 0

2.4 Sggning

Ifglge Korollar 2.3.4 har vi, at hvis n er ulige og vi har 4 polynomier over U, By, By, B3, By €
Z|U]| at Williamson-Type 3, sa er A;, Ag, A3, Ay givet ved

1
Al = §(B1+B2+B3+B4_2Bl) 7': 1727374 (241)

af Williamson-Type 1, og giver da en Hadamard Matrix af orden n. Af Lemma 2.3.5 har vi at
ki’erne er ulige, sa for alle opskrivninger af 4n i en sum af 4 ulige kvadrater, ¥} + k3 + k3 + k3 =
4n, skal vi prove med alle partioner af {1,2,...,(n —1)/2} i & er og 4;’er sa

m;  hvisk; =1 (mod 4)

—m; hvis k; =3 (mod 4) (24.2)

Bl — N/ = {
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n—1

hvor m;’erne er defineret ved k‘f = (1 +4m;)? hvor k; := |Zj:0 w; j|. Sa seetter vi

B,=1+PF,—-N; (2.4.3)
hvor ‘ ' ' ‘
Pi= Y 2U/+U™7)  Ny= ) 20 +U)
jez; JjeNi
og s& prever vi om B3 + B3 + B3 + B3 = 4n. Hvis vi finder sidanne B;’er giver Ay, Ag, A3, Ay
givet ved (2.4.1) en Hadamard Matrix af orden 4n.
Eksempel 2.4.1. Lad os nu prgve at lave en Hadamard Matrix vha. Williamsons Metode.
Vi vil her lave én af stgrrelse 92, dvs n = 23. 92 kan skrives som en sum af 4 ulige kvadrater
pa fglgende made
92 =92 + 3% +12 + 12
Sa vi ved at vores W;’er ma opfylde

92=(1+P —N1)?2+ (1 +Py—No)2+ (1 + P3 — N3)? + (1 + P, + Ny)?

Hvor |P1| — |[N1| = 2, |Pa| — [Na| = —1 og | P3| — | N3| = |Py| — | N4| = 0. Vores sggning gar nu
ud pa, at vi skal finde ud af hvordan Z;’erne og .#;’erne skal udggre en disjunkt partition af
{1,2,..., 11}

Der er nogle symmetriske tilfaelde — fx er det ligemeget hvordan vi vender Bs og By,
da de giver samme bidrag til summen. Nu lgber vi sa alle forskellige muligheder (fraregnet
symmetriske tilfeelde) igennem for hvorledes vi kan konstruere By, Bo, B3, By. I alt kommer
vi igennem godt 15 mio. mader. For hver af disse ser vi om Bf + B3 + BZ + B} = 4n. Vi far
sa folgende lgsninger hvor V; = 2(U; + Ua3_;) (én lpsning pr. raekke)
Bi=1I+Vi+Vs By=1+4+V,—Ve—Viu Bys=I+Vo+Vio—Vz—=Vy By=I1+V3-V;
Bi=I+Vi+V3 Bo=1T+Vi1—-V5—Viyg Bs=I+Veg+Ve—-Vo -V, By=1T+Vy—V3
Bi=I+V,+ Vg Bo=I+Vi—-V3—-—Vig B3s=I+Veg+ Ve -V, -V, By=1T+Vy—Vg
By =1I+Vo+V; Bo=1+VW-Vi—Vii By=I+Vs+Vy—-V5-Vy By=1I+Vs—Vio
Bi=I+Vy+Vy By=1+Ve—=Vi—-Vo Byg=I+Ve+V—-V5—-Vig Ba=1+Vi1—-V3
Bi=I+Vi+Vii Ba=I+Ve-Vs—Vs By=I+Vi+Va-Vi-Vs Bi=I+Vip—Vo
Bi=I+Vi+Vs Bo=I+Vi-Ve—Vii By=I+VatVig—Vo-Vo Bi=I+Vi—Vj
Bi=I+V:+Vio Be=1+Vs-Vy—Vg By3=I+Vi+Vog—-V3-Vsg By=1+Vo—-Vpy
Bi=1+Vio+Vi1 Be=1+Ve—-Vs—-Vo Bs=1+V3+Vsg-Vi—-Vo By=I+V;-V,
Br=I+Vs+Vs By=T+V3—-V; -V Bys=1+Vy+Vio—-Vi—-Vi1 By=I1+Vsg—1;
31=I+V5+V8 BQZI+‘/E)_‘/2_V4 Bg=[+V7+V11—V3—V10 B4=I+V1—V6
Bi=I+V3+Vy Bo=1T+Vig—Vs;—=Vg By3=I+Vo+ Vs -V —V11 B, =I+V,—V;
Vi ser her det lidt spgjse, at alle disse er pa samme form, nemlig 2 positive og ingen negative
led i By, 1 positivt og to negative led i By osv. Hvordan det kan veere ved jeg ikke.

Hele sggningen tager 171 sekunder pa min 2 GHz laptop, hvilket formodentlig er noget
hurtigere end Baumert, Golomb og Hall gjorde det i 1962 (se [6]). Programmet med kildekode
kan hentes pa http://home.imf.au.dk/jonas/Williamson.

Der skal igvrigt lyde en tak til Rune Lehard Hansen Stubbe for hjselp med implemente-
ringen og udarbejdelse af programmet.
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2.5 Kommentarer til Williamsons Metode

Det er velkendt, at et vilkarligt tal altid kan skrives som en sum af 4 kvadrater. Det kan
ogsa vises, at hvis n er ulige kan 4n skrives som en sum af 4 ulige kvadrater'. Vores sggning
startede netop med at skrive 4n som en sum af 4 ulige kvadrater — dette kan altsa altid ggres.
Det er derimod uvist, om man altid kan finde B;’er s B? + B3 + B2 + B} = 4n som beskrevet
ovenfor, men det er lykkedes for alle n hvor en sggning er lavet. Det er dog ikke lykkedes for
alle opskrivninger af 4n i 4 ulige kvadrater — nogle gange er der flere mader at skrive et tal
som en sum i ulige kvadrater, hvor nogle af dem ikke virker. Men hidtil har der altid veeret
en der virkede.?

Hvis man kunne vise at vi for n ulige kan finde en Hadamard Matrix af orden 4n, ville
Hadamard Formodningen veere vist, idet ethvert tal kan skrives som 2'n for n ulige og t > 0.
Der findes Hadamard Matricer af orden 2! for alle t > 0, og en af Paleys konstruktioner (se
naeste kapitel, Lemma 3.3.3 pa side 19) giver at Hadamard Matricer af orden 4n og af orden
2! giver en Hadamard Matrix af orden 4n2’.

(8], s. 255
2[8], s. 257



Kapitel 3

Ortogonale designs

3.1 Definition og indledning

I dette kapitel, vil vi vise et asymtotisk resultat, der giver eksistensen af en nogle Hadamard
Matricer udfra Ortogonale Designs. I [2] og [3] pastas det, at for ethvert naturligt tal ¢ > 3
findes et heltal ¢ sa vi har en Hadamard Matrix af stgrrelse 2°¢q for alle s > t. Det vil jeg ogsa
vise. I [2] og [3] er ogsa en vurdering pa, hvor lille vi kan valge dette ¢. Jeg vil i kapitel 3.4
vise, at den vurdering er forkert. Beviser og fremgangsmade indtil da, er delvist taget fra [2]

og [3].
Definition 3.1.1 (Ortogonalt Design). Et ortogonalt design af orden n € N og type (u1, .. ., us)

hvor u;’erne er ikke-negative heltal, pa s indbyrdes kommuterende variable x1,...,zs, er en
matrix n x n-matrix X med indgange 0, +x1,..., *+xs sa

XXxT = (2 uaz2) I, (3.1.1)
i=1

Bemerkning 3.1.2. Lad os bemszerke, at vi kan permutere u;’erne. For hvis vi ombytter w;
og u;, skal vi bare ombytte x; og x; i X. Bemeerk ogsa, at et design af type (ui,...,us) er
sekvivalent med eksistensen af et design af type (uq,...,us,0).

3.2 Rekursiv kontruktion
Vi vil nu bevise en raekke lemmaer, der alle sammen skal bruges til at konstruere ortogonale
designs. Senere skal disse designs sa bruges til at vise eksistensen af Hadamard Matricer.

Lemma 3.2.1. Lad X vere et ortogonalt design af orden n og type (u1,...,us) pa x1,...,Ts.
Sa findes et ortogonalt design af orden n og type (u1,...,u; +uj,...,us) (u; 0g uj er fiernet,
0g u; +u;j er tilfojet) pa de s —1 variable x1,...,Z,...,xs (x; og x; er fjernet og T er tilfojet).

Bevis. Lad  := x;, og erstat x; og ; med z i X. Sa er

S
XX = (Zuw?) I = (maf + -+ wZ + -+ wZ + -+ ugzl) I,
i=1

= (ulx% +o 4 (u Fu)T 4 F us:vg)ln (3.2.1)
O

15
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Lemma 3.2.2. Lad X wvere et ortogonalt design af orden n og type (ui,...,us). Sa findes
ortogonale designs af typen

1. (ejuy,equsa, ..., esus) hvor e; € {1,2}

2. (u1,uq, fua,..., fus) hvor f € {1,2}
af orden 2n.

Bevis. Lad z1,...zs vere kommuterende variable. Lad os forst se pa (i). Seet for alle i €

{1,2,...,s}
o ZT; 0 . o
%—(O xi)hwsez_l

in(mi i ) hvis e; = 2

Tr; —I;

og lad sa Y veere 2n x 2n-matricen hvor vi erstatter x; med y; 1 X. Sa er

S
YYT = (Z uy2> x I,
=1

Af vores konstruktion af y;’erne far vi at y? = eil'?IQ. Dvs at

Y'YvT = <Z u&ﬂ??) Izn
i=1

som gnsket. Lad os nu se pa (ii). Lad xo, ... zs veere kommuterende variable. Saet

_ T i)
Y1 = €0 —i1
Og seet for ¢ > 1

yl:<$01 a?‘)hvisf:l og yi:<xi i )hvisf:2

i Ty —X

Det ses sd, at y? = fa;Is fori > 1 og at y3 = (z3+27) 2. Seet nu Y til at veere 2n x 2n-matricen
hvor vi i X erstatter x; med y;. S& vi har at

S S
YY' = (Z Wyf) x I, = (ula:% +ua? + Z ulfx12> I,
i=1 1=2
som gnsket. O
Vi vil bruge disse lemmaer til at vise fglgende

Lemma 3.2.3. Antag at alle ortogonale designs af type (a,b,n —a —b), 0 < a,b < n, findes
af orden n. Sa findes alle ortogonale designs af type (z,y,2n—x —y), 0 < z,y < 2n, af orden
2n.
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Bewvis. Lad n € N veere givet og lad 0 < x,y < n veere givet. Vi ma have, at x + y < 2n
oga+b<nda2n—x—yogn—a—bbegge skal veere ikke-negative. Vi kan uden tab af
genralitet antage, at © < y. Vi har nu tre tilfzelde

1. Antag at bade = og y er lige. Sa er x = 2a og y = 2b for passende a,b < n. Vi har
at a + b < n, for hvis ikke, ville enten x = 2a eller y = 2b vaere stgrre end 2n. Vi
har af 1. i Lemma 3.2.2 pa modstaende side eksistensen af et ortogonalt design af type
(2a,2b,2n — 2a — 2b) — dvs af type (z,y,2n —x — y).

2. Antag at x er ulige og y er ulige. S& er x = a og y = 2b + a for passende a,b <
n. Men af 2. i Lemma 3.2.2 pa forrige side har vi eksistensen af et design af type
(a,a,2b,2n — 2a — 2b) og af Lemma 3.2.1 pa side 15 far vi sa eksistensen af et design af
type (a,2b + a,2n — 2a — 2b) — dvs af type (z,y,2n —z — y).

3. Antagat x er lige og y er ulige. Hvisy < ner x = 2a og y = b for passende a,b < n. Af2.1
Lemma 3.2.2 pa forrige side far vi eksistensen af et design af type (a, a, 2b, 2n — 2a — 2b)
af orden 2n, og af Lemma 3.2.1 pa side 15 far vi sa eksistensen af et design af type
(a,2b,2n — a — 2b) — dvs af type (z,y,2n — z — y). Hvis y > n, ma 2n —x — y veere
ulige og mindre end n. Sa findes a,b < msaa = 2n —x —y og ¢ = 2b. Af samme
argumentation som for far vi, at der findes et ortogonalt design af type (a, 2b,2n —a —b)
—dvs (2n — 2z —y,x,y). Da vi frit kan permutere raekkefglgen far vi det gnskede.

4. Antag at z er ulige og y er lige. Daz +y <nogx<ymaz<n. Savihar z = a og
y = 2b for a,b < n. Af 2. i Lemma 3.2.2 pa forrige side far vi eksistensen af et design
af type (a,a,2b,2n — 2a — 2b) og af Lemma 3.2.1 pa side 15 far vi sa eksistensen af et
design af type (a,2b,2n — a — 2b) — dvs af type (z,y,2n —z —y).

O]

Fglgende korollar er det vi skal bruge til konstruktion af Hadamard Matricer.

Korollar 3.2.4. Alle ortogonale desings af type (a,b,4 —a —b) findes af orden 4 for 0 <
a,b < 4, og dermed findes ortogonale desings af type (z,y,2! —x —y) for 0 < x,y < 2¢ for
alle t = 2.

Beuwis. Dette kan vises ved induktion. Vi har givet induktionsstarten, idet vi antager at alle
ortogonale desings af type (a, b, 22 —a—b) findes af orden 22 for 0 < a,b < 22. Hvis vi antager
at ortogonale designs af type (a,b,2!"! —a — b) af orden 2!~! findes, giver Lemma 3.2.3 pa
forrige side at alle ortogonale designs af typen (a,b,2! — a — b) af orden 2 findes, og vi er
feerdige. Tilbage er at vise, at alle ortogonale desings af type (a,b,4 —a —b) findes af orden 4
for 0 < a,b < 4 findes. Da vi frit kan sendre rackkefglgen en type, skal vi finde designs af type
(4,0,0), (3,1,0), (2,2,0) og (2,1,1).

De fas af Lemma 3.2.1 pa side 15, da der findes et design af orden 4 og type (1,1,1,1).
Pa 4 kommuterende variable x1, 22, x3, x4 er denne nemlig givet ved

T T2 3 T4
—Z2 r1 —T4 I3
—xr3 T4 o )
—T4 —X3 T2 T

X:
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Det ses sa, at
XXT =@+ +a3+2)

som gnsket. O

3.3 Konstruktion af Hadamard Matricer

Vi skal nu bruge en talteoretisk saetning, der blev bevist af Sylvester.

Seetning 3.3.1 (Frobenius’ Mgnt-problem). Lad to indbyrdes primiske heltal x,y € 7 vere
givet. Lad N > (z — 1)(y — 1) vere et heltal. Sa findes a,b >0 sa N = ax + by.

Bevis. Fglgende bevis er delvist taget fra [7]. Antag at vi har to indbyrdes primiske tal z,y,
og antag WLOG at x > y. Lad os fgrst vise fglgende pastand:

Pastand. Tallene 0,y,2y, ..., (z — 1)y forskellige modulo a

Vi vil vise dette per modstrid. Antag at der findes 0 < n,m < a sa ny = my (mod x).
Det er ensbetydende med, at a gar op i my — ny = (m — n)y. Men da = og y er indbyrdes
primiske betyder det, at x gar op i m —n. Men da begge disse er mindre end x ma m —n =0
Lad os nu bevise en anden pastand:

Pastand. (x—1)(y—1)—1 kan ikke skrives som en linearkombination af x, y med ikke-negative
heltalskoefficienter.

Igen vil vi vise pastanden ved modstrid. Antag at der findes k,l > 0 sa
kr+ly=(@—-1)y—-1)—-1=zy—az—y
Ved at flytte lidt rundt pa leddene fas
zy=(k+1)xz+({+1)y (3.3.1)

Det sesnu, at 0 <l +1,dal>0o0gat!+1 < x, thi hvis!+1 = z, matte (k + 1)z = 0,
hvilket er umuligt, da bade k 4+ 1 og x er skarpt stgrre end 0. Ved at se pa (3.3.1) modulo x
far vi nu:

0=0l+1 (mod x)

Men det er modstrid mod den foregaende pastand da 0 <1+ 1 < .
Definer nu fglgende maengder

Si={ey—zr—y+lLaoy—zrx—y+2,2y—x—y+3,...,2y —y}
Sy = {kox,k1x + y, kex + 2y, ..., ky_12 + (x — 1)y}

Det ses sa at begge maengder bestar af x heltal, der er indbyrdes forskellige modulo x, lige-
gyldigt hvad k;’erne er for nogle tal. Ved at veelge k;’erne rigtigt, kan vi derfor f& meengderne
til at veere ens.

Lad os nu bemsaerke, at hvis vi kan bevise, at alle tallene i S7 kan skrives som ikke-negative
heltallige linearkombinationer af x,y er vi faerdige, idet S; er x styk heltal 'pa linje’, og at vi
for at repraesentere hgjere tal, blot kan ggre koefficienten til x passende stgrre.
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Lad os nu vise, at hvis alle k;’erne er nul, er alle elementerne i S; er stgrre end elementerne
i Sy. Lad os derfor se pa det mindste element i S7:

zy—zrz—y+l=(—-ly+1l—=x

>@@—-1y—y
— (@ - 2)y
=1y
for i = 0,1,2,...,a — 2. Sa vi har vist, at elementerne i S; er stgrre end alle elementer i

Sy — undtagen elementet (z — 1)y € Sa. Men det ses, at dette element netop er lig med
elementet zy — y € S1. Sa vi kan nu konkludere, at de k;’er vi veelger for at fa S7 = Sy alle er
ikke-negative. Dvs. at et element i S1, xy — x — y + j € S7 kan skrives pa folgende made

xy—x—y+j=kx+1iy
for passende i, k; = 0. Hermed er vi faerdige. O
Det er folgende korrollar vi skal bruge.
Korollar 3.3.2. Lad v > 3 veere ulige. Sa findes a,b,t € N sa
a(v+1) +bv—3)=2"

Bevis. Saet d = ged(v + 1,v — 3). Da v er ulige, er d enten 2 eller 4. Definer nu s sa stor, at
v+1 v—3
2° —1 —1
() ()
Af seetningen far vi nu, at der findes a,b € N sa
v+1 v—3
b =2°
() ()
Da d € {2,4}, er d = 2*, hvor k € {1,2}. S& ved at gange med 2 far vi

a(v+1) + b(v —3) = 25F

Seet nu t = s + k, sa har vi det gnskede. O

Vi far ogsa brug for fglgende lemma.

Lemma 3.3.3. Lad H vere en Hadamard Matrix af orden n og lad G vere en Hadamard
Matriz of orden m. Sa er H x G en Hadamard Matrixz af orden nm.

Bevis. Dette kommer umiddelbart af regneregler for Kroenecker Produktet af matricer, da
(AxB)! =A" x BT

og
(A x B)(C x D) = (AC) x (BD)

for vilkarlige matricer af stgrrelse sa udtrykkene giver mening. Sa vi far at
(HxGYHxG) " =HxG)(H"xG")=(HH") x (GGT) = I, x I, = Ly,

hvilket viser det gnskede. O
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Nu vil vi vise et par lemmaer, der giver Hadamard Matricer ud fra ortogonale designs.
Lad os dog forst definere folgende funktion, som vi far brug for.

Definition 3.3.4 (x-funktionen). Lad ¢ € N veere et ulige primtal. Sa er y-funktionen med
grundtal ¢ en afbildning x : Z — {—1,0, 1} givet ved

0 hvisa=0 (mod q)
x(a)=<{ 1 hvisder findes v e 7Z,q ) z,sa a=2> (mod q)
—1 ellers

Vi bemeerker, at nogle steder i litteraturen kaldes x for den kvadratiske rest, og betegnes (%)

Proposition 3.3.5 (Egenskaber for y-funktionen). Lad q vere et ulige primtal, og lad x veere
den tilhgrende x-funktion som givet ovenfor. Lad a,b € 7Z, sa gelder folgende.

1. x(a) = x(b) hvis a =b (mod q).

2. x(a) =1 for halvdelen af a € {1,2,...,q — 1} og x(a) = —1 for den anden halvdel.
3. x(a)x(b) = x(ab)

a=1X(a) =0

I x(a)x(a+b) =—1 hvis a og b ikke er ekvivalente modulus q.

SAER S

6. x(=1) =1 hvisg=1 (mod 4) og x(—1) = —1 hvis ¢ =3 (mod 4).

Bewis. 1 er klart ud fra definitionen. Bevis for 2, 3 og 6 kan findes i [4], side 37-38. 4 folger af
2, da x(0) = 0. Lad os nu vise 5. Da ¢ er et primtal, udger {0,1,2,...,q — 1} et legeme med
den szedvanlige addition og multiplikation. Idet vi lader b~! betegne det inverse element til b
i legemet bemeerker vi at

X(a+1b) = x(a)x(1 +ab™")
For1<a<q—1lerx(a)?=10g x(q) =0sa

q—1
x(@Px(L+ab ') = > x(1+ab ")
a=1 a=1 a=1

Afbildningen a — ab~! er en bijektion pa {1,2,...,¢ — 1} hvis vi regner modulo ¢, hvilket er
tilstreekkeligt ifglge 1 — dette fas af at se pa {1,2,...,¢—1} som en gruppe med multiplikation
som komposition. I en gruppe er multiplikation nemlig bijektivt. I dette tilfeelde er den inverse
atbildning givet ved a +— ab. Da x(0) = 0 og x(¢) = x(0) har vi derfor

q—1 qg—1 qg—1
S x+a )= Y (1 +a) = 3 x(a)
a=1 a=1 a=2

og det gnskede folger sa af 4, da x(1) = 1. O

Lemma 3.3.6. Lad v =3 (mod 4) vere et primtal, v > 3. Sa findes en Hadamard Matriz af
orden 2'v for et passende t.
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Bevis. Af Korollar 3.3.2 pa side 19 far vi, at der findes a,b,t > 0 sa
a(v+1) +bv—3) =2

Vi har klart at a,b < 2! og af Korollar 3.2.4 pa side 17 far vi sa, at der findes et ortogonalt
design af type (a,b,2! — a — b) med orden 2! pa 3 kommuterende variable. Szet nu disse tre
variable til at veere v x v-matricerne J, J — 21 og B, hvor J er matricen med lutter ettaller, I
er identiteten og B er givet ved B = (Q) + I)R hvor R er bag-diagonal matricen med et-taller
pa bag-diagonalen

00 - 01
00 - 10
R = oo
01 --- 00
10 --- 00

og @ er givet ud fra y-funktionen med grundtal v ved at
(@)ij = x(7 — 1)

Pastand. J, J — 21 og B kommuterer.
J og J — 2I kommuterer klart, da J? = vJ. Lad os nu se, at B kommuterer med J. Vi
bemeerker at JR = J, sa vi har

BJI=(Q+DRJ=(Q+1)J=QJ+J

Vi pastar nu, at QJ = 0. Det fas af 4 i Proposition 3.3.5 pa forrige side da den 14, j’'te indgang
i QJ er givet ved

(@QJ)ij = Y, x(k—i)=0

k=1

Tilsvarende far vi, at J@Q = 0 sa
JB=J(Q+1R=(JQ+J)R=JR=J

Og vi har sa at BJ = J = JB. Tilbage er at vise, at B kommuterer med J — 21. Det far vi
af at

B(J—2I)=(J—2I)=BJ—2B = —2B

og tilsvarende er (J —2I)B = —2B sa B og J — 2I kommuterer.
Vi har altsd et ortogonalt design X € Maty:, af type (a,b,2' —a — b) af orden 2! pa de
kommuterende variable J, J — 2 og B. Dvs vi har ligheden

XXT = (aJ? +b(J —2I) + (2" —a — b) B?) x Iy (3.3.2)

Lad os nu vise nogle ting om B og Q).

Pastand. B er symmetrisk
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Vi far nu brug for, at B er symmetrisk, sa lad os vise det. Af definitionen af () har vi at
den i, j’te indgang i @ + I er givet ved

(1  hvisderfindeszeZsaj—i=x> (modv)
(@+ 1)y = { —1 ellers

Laeg meerke til, at x godt kan veere nul, idet diagonalen, ¢ = j er et-taller. At multiplicere
med R fra hgjre svarer til at ombytte den 4, j'te indgang med den i,n — j + 1’te indgang. Sa
B =(Q + I)R er sa givet ved

1 hvisder findeszeZsin—j+1—i=2> (modv)
—1 ellers

(B)ij = {

Det ses sa, at B er symmetrisk, idet (B);; = (B);; for alle i og j.
Da B er symmetrisk, kan vi i (3.3.2) erstatte B2 med BBT. Da RR" =1 er

BB =(Q+DRR'(Q"+1)=QQ" +Q+Q" +1 (3.3.3)

Pastand. Q" = —Q
Af 3 i Proposition 3.3.5 pa side 20 far vi, at den i, j’te indgang i QT er givet ved

(@1)ij = (Q)ji = x(i = j) = x(=D)x(j —4) = x(=1)(Q)s
og 6 i propositionen giver, at da v =3 (mod 4) er x(—1) = —1, dvs. at Q" = —Q.

Péstand. QQT =vl —J
Den i, j’te indgang i QQ ' er givet ved

(QQT); 2 —J)

Hvisi = jer x(k—i)x(k—j) = 1 for alle k undtagen nar k =i = j. Saer x(k—i)x(k—j) = 0.
Sa

(QQNi=v—1
Hvis i # j giver 5 i Proposition 3.3.5 pa side 20 at

v

QR = > x(k —j)=-1
k=1
Alt i alt har vi, at QQT = vl — J.
Pdstand. BB" = (v+ 1)I —J

Vi ved af ovenstéende pastande, at Q' = —Q og at QQ" = vI — J. S& hvis vi indszetter
det i (3.3.3) far vi
BB =0l —-J4+Q-Q+I1=@w+1)I-J

Vi pastar nu, at vores ortogonale design X er en Hadamard Matrix af orden 2v. Vi ved
at B> = BB" = (v+1)I — J. Desuden ses det, at J? = vJ og (J —2I)? = (v —4)J +4I. Lad
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os indseette det i (3.3.2)
XX = (aJ?+b(J—20)2+ (2" —a— b)BQ) x I

(
- (avJ +b((0 —4)T +4I) + (28 — a — b)((v + 1)] — J)) x Iyt
(

Undervejs udnyttede vi, at a(v 4+ 1) + b(v — 3) = 2¢. Vi har nu, at XX | = 2vly,, og altsd er
X en Hadmard Matrix af orden 2'v. O

Lemma 3.3.7. Lad v =1 (mod 4) vere et primtal, v > 3. Sa findes en Hadamard Matriz af
orden 2'v for et passende t.

Beuvis. Dette bevis ligner meget beviset fra ovenfor, sa vi vil nogen steder blot referere til
argumenter til det bevis. Af Korollar 3.3.2 pa side 19 far vi, at der findes a,b,t > 0 sa (brug
korrolaret med a,b,t — 1)

a(v+1) +b(v —3) =271

Af Korollar 3.2.4 pa side 17 far vi, at der findes et ortogonalt design af type (a, b, 2! —a —b) af
orden 2/~! og punkt 2 i Lemma 3.2.2 pa side 16 giver si, at der findes et ortogonalt designs,
X af type (2a,2b,2! —a — b,2" — a — b) og orden 2!*! pa 4 kommuterende variable. Szet nu
disse variable til at vaere v x v-matricerne J, 21 — J, @ — I og Q + I hvor J er matricen med
lutter et-taller, og hvor @) er givet som i beviset ovenfor.

Pastand. J, 21 — J, Q — I og @ + I kommuterer indbyrdes.

I beviset ovenfor sa vi, at QJ = JQ = 0, sa J og Q kommuterer. Da I kommuterer med
alle matricer har vi vist vores pastand. Da vi har 4 kommuterende variable har vi altsa et
ortogonalt design

XXT =[2a? +2b(J =21 + (2" ' —a—b)(Q—1)* + (2" —a—b)(Q+I)?] x L1 (3.3.4)

Vi pastar nu, at @ er symmetrisk. For af punkt 3 og 6 i Proposition 3.3.5 pa side 20 far vi
nu, at

(@i = x(7 — 1) = x(=1)x(i — j) = x(i = j) = (Q);i
I beviset for lemmaet ovenfor viste vi, at QQT = (v +1)I — J, sa det vil vi ikke ggre igen. Da
Q*>=QQT =vl—Jhar vialtsd at (Q —I)? +(Q + I)? =2Q* — 2] = 2(v + 1)I — J. Vi ved
ydermere at J2 = vJ og at (J — 2I)? = (v — 4).J + 41 si vores ortogonale design X giver

XXT = <2aJ2 P 202+ (2 —a—b)(Q D)2+ (2 —a—b)(Q+ 1)2) x It
- (2cm +2b((v — 4)J +AD) + (27 —a— b)(2(v + 1)] — J)) x I:

[2/(v + 1) — 2a(v + 1) — 2b(v — 3)]T + [2a(v + 1) + 2b(v — 3) — 2t]J> % Iy

= 2t1)12tv

Undervejs benyttede vi, at a(v + 1) + b(v — 3) = 2171, O
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Lemma 3.3.8. Der findes Hadamard Matricer af orden 2,23,2t5,2!7 fort = 2.
Bewvis. Fas af Paley-konstruktion, se fx [5]. O

Saetning 3.3.9. Lad v € N. Sa findes et t afhaengigt af v, saledes at der findes Hadamard
Magtricer af orden 2°v for alle s = t.

Bevis. Lad os bemaerke, at med Lemma 3.3.3 pa side 19 er det nok at vise, at der findes et ¢
s vi har en Hadamard Matrix af orden 2tv.
Den finder vi vha. de tre foregaende lemmaer, idet vi fgrst primfaktoriserer v

v=p1Pn

og derefter benytter et af de tre foregaende lemmaer pa hver faktor. Det giver for hver prim-
faktor en Hadamard Matrix af stgrrelse 2tp;,i = 1,...,n, og til sidst kan vi s& konstruere en
Hadamard Matrix af orden 2'v hvor t = ¢y - - - t,,, vha. Lemma 3.3.3 pa side 19. O

3.4 Hvorfor Seberry tager fejl

Ved dette punkt, begynder Seberry [2] at vurdere hvor stort ¢ vi skal veelge, for at der findes
Hadamard Matricer af stgrrelse 2°v for s > ¢. Hun konkluderer pa side 193 i [2], at hvis v = 1
(mod 4) og vi veelger t = |2logy(v — 3)| — 1, giver lemma 9 i [2] en Hadamard Matrix af
storrelse 2111y, Det pastar jeg er forkert. Lad os vise det ved et eksempel. Alle referencer til
sider og seetninger i dette afsnit er til [2].

Lad v = 13. T korollar 7 skal vi vaelge m, sa

. v+1 v—3
=2 —1 -1
m=2> (1) (57 )

I dette tilfeelde er d = ged (14, 10) = 2, sa vi skal altsa vaelge j sa

(14 10
P> (——1)(=-1)=6-4=24
(2 ()

Dvs at j = 5. Af theorem 6 i far vi sa, at der findes a,b = 0 sa

14 10
—+b—=2°
3T
og ved at gange igennem med 2 far vi
l4a + 10b = 2°

Laeg maerke til, at vores to-potens bliver en stgrre. I beviset for lemma 9 i bruger vi, at der
findes a,b > 0 s& a(v + 1) + b(v — 3) = 2 til at finde en Hadamard Matrix af stgrrelse 2+ 1v,
dvs i vores tilfeelde en Hadamard Matrix af storrelse 27 - 13.

Seberry pastar i afsnit 6 i, at lemma 9 giver en Hadamard Matrix af stgrrelse 2t+1 . 13,
hvor ¢ = [2logy(13 —3)| — 1 = |6.6438] — 1 = 5 — dvs en Hadamard Matrix af stgrrelse 29 - 13,
hvilket altsa er halvt sa stor som det metoden reelt giver.
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Denne fejl far faktisk hele beviset til at falde fra hinanden, idet vi nu for v =1 (mod 4)
far en Hadamard Matrix af stgrrelse 2'v hvor ¢t = |2logy(v — 3)| + 1, og multiplikativiteten
ikke leengere geelder, idet vi ikke kan lave folgende vurdering for 2 primtal p,¢ =1 (mod 4):

|21oga(p — 3)] + 1 + [2logy(q — 3)] +1 < [2logy(pg — 3)] + 1

Sa vi kan ikke leengere udvide resultatet fra primtal til alle tal vha. primfaktorisering.

Jeg har laest andre udgaver af beviset, men alle kommer med samme vurdering, som jeg
vil pasta er forkert.

Vi er altsa rendt i en temmelig alvorlig fejl i Seberrys argument. Vi kan dog stadig konstru-
ere Hadamard Matricer af orden 2'v, for alle v hvor ¢ afhsenger af v, men den peene vurdering
af hvor stor et ¢ vi skal veaelge, er forsvundet. Jeg har skrevet en e-mail til Jennifer Seberry og
beskrevet problemstillingen, men har endnu ikke modtaget noget svar. Et eventuelt svar vil
havne pa min hjemmeside http://home.imf.au.dk/jonas.
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